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1 ) d32 � �����w�goq����1��.)V)#)V)#)V)V)�)V)#)V)#)V)#)V)V)#)V)�)V)#)V)V)#)V)#)V)#)V)V)�)V)#)V)#)V)#)V) 4

576 �98;:�*#$=<>���@?;�9AB()*�,��C�/�D��E�8GF  � 
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d ) d ij/$� '20����m�K� � 2 �W��������n 2 � �����w� 2 L�'w�����('��m6�� ���2��/ )V)�)V)#)V)V)#)V)#)V)#)V)V)�)V)#)V)#)V)#)V) 1 d

� I>��%'-J��*#�D�@?G%K��� 6 �9�����D���#�9������,  'L
� ) 1 c ��/$	G�w�����"/��2/�3 )V)#)V)#)V)V)�)V)#)V)#)V)#)V)V)#)V)�)V)#)V)V)#)V)#)V)#)V)V)�)V)#)V)#)V)#)V) 1�M
� ) d k%�7� &��2'����F0 )V)V)#)V)#)V)#)V)V)�)V)#)V)#)V)#)V)V)#)V)�)V)#)V)V)#)V)#)V)#)V)V)�)V)#)V)#)V)#)V) 1�N

O I>?>FP��$.8GFQ��A ! �#��$&%'�+RTSU��%'���#�9��F 5> 
f ) 1WV � L$�����2��/)X,'��21���/(� ���2��/g)V)V)�)V)#)V)#)V)#)V)V)#)V)�)V)#)V)V)#)V)#)V)#)V)V)�)V)#)V)#)V)#)V) d 1
f ) d V � L$�����2��/)X,'��21���/(� ���2��/ Rh����� *9� �����m� '_*��2N������2/�3 )�)V)#)V)V)#)V)#)V)#)V)V)�)V)#)V)#)V)#)V) d �
f ) � JK���ZYT[Kn]\(�"6I�������2���W�����"/ )V)�)V)#)V)#)V)#)V)V)#)V)�)V)#)V)V)#)V)#)V)#)V)V)�)V)#)V)#)V)#)V) d N
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k^l E�$mRn�#,9$&��`K%K*#��$mef�/�9-�*#$&8 O�o

d



� �����
������� �	� � �

JK���
�-�#'2��6I��L�����/(� ���
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-oqL�1������26�� '_rs�2/��
� �hij'23���&����
�+: 2 i � � N H,3��2N���/g�2/ �����V� LG��L�1�/
������1 d e�e�f � �K�����.�q/���N"���7�-���F0�� � �U����Rh�m67
z)9JK���#/�� �����h� �����(� �����m� '2'�0 &(������	g��/4'��
6I��L����#/������
�KRh�����-����/
&�0 ij/$	G����R k���L(���-�K�����h�
� '2�����j6M�"L���������)

� �(� � �2� /�L�1������26�� 'j'2��/(��� �g� '23���&(�������q�.6M�"L��7�-�"v!R!��6M�"/(���2	G�������(������1���������&�'2��1���Rh���m67� � ���
6M�"/(���2	G�����
	 �2/�� '2�2/������j� '23���&(���+6M�"L�������)��!LG�K���(�2�K����1��#�����#���G6ML(�h�m�h	G���T������/%��)9�U�.� �����2/%�������
�F����	g��/

• �-�"'�N��2/�3 'm� ��3���������&�'2��1��K&�0 L(���2/�3���6M��1���L������

• 6M��/$�-�m	G�����2/�3+���T����	4� /$	4�-����&��2'����F0 � � ���(�.� '23�����������1��
JK���
�-� '2����3"��������&�'2��1����G6�6ML(�q���"�����G��1���'�� Rh����/U6M�"/"����/�L��"L(�������"&�'2��1��������+	G�m��6��������m�-�
	�������/U��1���3��
� /$� '20����m��){JK������L�3"����LG�K�����V'��
6I��L����#R!�#Rh��'2't��	(	G���
���P���������V1�� �2/g������&('���1���)
k�r>X :<����1 L�'w�7� /�����L(��'2�2/���������i%L(�W�����"/(�7H���3"��N"��/ �Q1�� �����w�

A ∈ � n×n � /(	 �QN"��6I�����
b ∈ � n v��$/(	

x ∈ � n Rh�w���
Ax = b.

rukCY :�'2�����-� � i%L(� ����������&�'2��1 H��+3��2N���/ ��1��W�������
A ∈ � m×n � /(	 ��N���6M���"�

b ∈ � m :
m ≥ n

HIv��(/$	
x ∈ � n Rh���m67�41��2/��21+�m�����!���(�.	G�2�-����/(6M�

‖Ax − b‖.

X�8�* :����23���/�NS��'�L(��������&('���1�H��93��2N���/4�+1��W�������
A ∈ � n×n �(/(	 x ∈ � n v λ ∈ � Rh�w���

Ax = λx
Rh�w���

x 6= 0.

JK���#'2��6I��L������m�j�-����L(6I��L�����	4���!����'2'2�WRj��)
c �(���G����� 1 :<rt��/��
� �qiq'�3"��&��7�"H!Rh�2'2'u�-��� ���q&�0g��L�1�1�� ���2���2/�3 �+����R ������L�'w�7�K������1 '��2/������q� '23���&��7�+��/(	

�����WN��2	G�#����1��#&(�����26��������"�������m6�� 'z������'m�KRh���267�4R!�VRh��'2'_/����
	g�����h��L(�j� /(��'�0G���2��)
c �(���G����� d : c ��1���'2�M�G���F04���,ij'23��"��������1��7Hh�2/%������	�L(6M�
�q1����"�-L(���
�h�����q������6M�%�F�����g�$���-���"��1 � 3"��N"��/

� '23��"�������(1 � /(	4�2'�'2L(�-���7�W���
�!�����m�K&�0g��/(� '20G�-�2/�3�������R ���21+�('��V������&('���1���)
c �(���G����� � : k%�7� &��2'2�w�F0 ��/(	 c �"/(	G�����2��/��2/�3�H����G��1���/��
�!���WR 1�L$67� ���(�#����'2LG�����"/ � �{��'2��/(��� �!������&�'2��1

6���/ 67�(��/�3��gRh����/ ����� ������&('���1 �2����'��23��%��'20 �T������L���&$�
	_v9���"�+����� 1���'2�g�2/ ����� �����
�-��/(6M�g� �����"L�/(	G�2/�3
���������7��)

c �(���G����� f : kGr>XPH�6M�"1��(� �������-��N����7� 'u� '23�����������1��K���g����'2N��.��0��-����1��q���{'2�2/������q��i%L(� ���2��/(��)j�U� Rh�2'2'
6M�"/(���2	G���K&$�����4�����.�-����&��2'����F0g��/(	 �����.6M�%�F�h���u���������V� '23�����������1���)

c �(���G�������Q:<ruk9Y#H���/%�����G	GL(6����#������'��
���-��� i%L(�����
�������"&�'2��1 ��/(	Q	G�m��6�L(�������V����N"���7� '9� '23��"�������(1������
����'2N����w�
)

c �(���G����� M :��b�����7�W���2N�� 2 �M���(��	(��H{�2/%�����G	GL(6M�
�,��/�� �����������M�,���s� '23�����������1�� ��� �-�"'�N"�K��0G�F����1������_'��2/������
��i%L(� ���2��/(���!�w�����7�W���2N���1+�������G	�����/('�0 3��2N�� � �������S�G��1�� ���.����'2LG���2��/(�q&�LG�#6�� /�&T�+&$�������<�"�F��������/(	�1������
�-��� &('������$� /4�����V1��������G	��h�(���
�-��/"����	g��/ 67�(���G����� f )c �(���G�����n4 :�X�8q*!HK�M�G��'m� �2/(�h� '23��"�������(1��P�����(/(	4���23���/%NW��'�L��
�!� �u'm� ��3��#1��W�����m6M�
��)

�



ij'2'{� �������m�#�2��1�����/"����� 	G�
� '{Rh�w���O������'�'20 &��23g1��W�����m6M�
��)V� �(�����+	G�g���(����� 1��W�����m6M�
��6���1�� �����"1 �
iq�+1���/%�����"/���	 � &T�WN�� �����
�-�4�G6�6ML(�+�") 3$){��/ ������� ������� ��	��2��6M���M���2����	 6M��/%����/�L��"L(���(���"&�'���1���) JK�(�2�+�m�
�2'�'2L(�-���7�W���
	 &�0 ����������'2'2�WRh��/�3����G��1���'��")

Rn<>%K8 :J*�$ � �U�.RK� /%�K����/�L�1������26�� '2'�0 ����'2N��������#����'2'��WRh�2/�3�������&�'2��1 �{3��2N���/
a, b ∈ ��v �$/(	 ����L(/(6I�����"/

f : [0, 1] → � Rh�����
f ′′(x) = 0

�����j��'�'
x ∈ [0, 1]

v
f(0) = a

��/(	
f(1) = b

)
�q�q6M�"L��7�-� �����m���(���"&�'���1 ��/�'20 �-����N"��� ���+� / �2'�'2L(�-���7�W�����"/s)O�b��6���/ �
������'20O&T� �-�"'�N"��	 ��/(� '20%���m6�� '2'20

:�i%L��
�F�����"/U��� ���(� ���
��	G�����#Rh�(� �.�2�V����� ������L�'�� �SHI) �!LG�V��������� ����������1��2'2���.������&�'2��1���:������.���G��1���'����2/
���(�h�FRP��nb	���1���/$�-�2��/(��'�6��"�-�SH Rh�������j	G�2���
6I�P����'2LG���2��/��m��/��V'2��/(3��������������2&�'��j��/(	+���(�j/�L�1������26�� '(���������"��67�
&T��6M�"1����������"6I���26�� ' )qJK����1��������G	���L(����	 ��������� �����.������6I��'�0g���(� ��� 1�� �"�h���(����/(���������
�-��/%����	 �2/������2�
�M����1+�('��")

JK��� �m	G���O�2�+��� 	G�2��6M���M���2���4����� ������&('���1 �4���"�
k = 0, . . . , N

� /(	
N ∈ �

'2�M�
xk = k/N

) �O�
6M�"/(���2	G���q����� �(/����������M� {x0, x1, . . . , xN} ��/(�-���
��	�� �,�����+��/%������NW��'

[0, 1]
� /(	�RP��6M�"/(�-�m	G���q������N���6M���"�

(

f(x0), f(x1), . . . , f(xn)
) �2/(�F�����"	 ���u��������L�/(6I�����"/

f
)

� �(� �!������L�'m	�R!�q	G�+� &T��LG�P������	G������NW� ���2N��
f ′′ � �q����/(3.���(��J �S0%'2����������1�L�'m�VR!� �(/(	����(� �P���"�,'m� ��3��

N
�����.���������S���21��W�����"/

f ′′(xk) ≈ f(xk−1) − 2f(xk) + f(xk+1)

(1/N)2
�����j� '2'

k = 1, . . . , N − 1
: e ) 1 H

���"'2	���)9JK���m�h'��
��	��!���+�����#���"'�'2�WRh��/(3���0G�F����1 ���
N + 1

'2�2/������h��i%L(�W�����"/(���
f(x0) = a

N2f(xk−1) − 2N2f(xk) + N2f(xk+1) = 0
�����

k = 1, . . . , N − 1

f(xN ) = b.

k��2/(6M� RP� L$�-�
	U����� ���������S�G��1��W�����"/ : e ) 1 H������ ������L�'���Rh��'2',/(� ��&T� ���G�"6I�
vu&�L����w�jR!� 67�����%�-�
N

'm� ��3��
��/(��L�3"�.���(�K���������S�G��1��W�����"/V3������ &$���-������� /$	�R!�!6�� / �����T�!���(� �u�����K���
�-L�'��{�2�96�'��%�-�P���������K���G�"6I�{���
�-L('w�
)

Ju������'2N������(�2�h�(���"&�'���1 R!��/(����	g���+&T�.� &('������ 	���� '_Rh����� 'm� ��3��#�-0G�-����1��K��� '2�2/������h��i%L(�W�����"/(��)
iq�!1���/%�����"/���	g� &T�WN��j�����m�K�M��� 1���'2���m�!N�����0�����1���'2����/(	 �"/�'20 �-����N"���!���K� /g��'2'�L$�F����� ���2��/sv�&�LG�h1������

�2/"���������-���2/�3 ���G��1���'��
�j'2���"	 ��� �����+����1+��
%�2/(	�� ��'2��/��
� ����i%L(�W�����"/(��)�����L�6�� /�'2������/�1������ ��&$�"LG�j�����2�
�2/ 6���L��7�����K� &T��LG�h/�L�1������m6�� 's����'2LG�����"/g��� �(���-���2��'_	G� �z������/%���2��'_��i%L(�W�����"/(��)

JK����6M�"L��7�-� 3��2N��
�+��/�'20 ��/ �2/%������	�L(6I�����"/ �2/ �������������m6�������/�L�1������m6���'!'2�2/������ � '23���&(���() \(L����������
������L�'w�7�P6�� /�&T�q���"L�/(	��2/ 1���/%0 �������!&T����
G��){JK����6M��L(�����j�m�,&(�"�-�
	���/�����������'2'��WRh�2/�3.&T����
G� �u���(�q&T�%�"
G�
� �hrs'2�W0G	Qo.)tJu�������M������/�� J��K�.4	�P��/(	Q5"��1����V�l)�g���1�1���'
� g���1��&4��,3"��N"� � 3����G	��2/%������	�L(6I�����"/(�V�2/"���
���(�gJu�����m6 )�5$) k%���%��� ��/(	 [V) �!L�'2�2����67��� k � e%d �P3"��N"� ��1������������������M���26�� ',�(���
�-��/"�7�W�����"/O���j/%L(1+�����m6���'
� /$� '20����m��vWRh���m67��� 'm�-�V6M�"/%��� �2/(� ������L�'w�7�9� &T��LG�9/�L�1������m6�� 'G'2�2/������{iq'�3"��&��7��){JK���K&T�%�"
.� ��[h��3"���9i.)
�j����/
� /$	 c �(����'2��� [V)G5��"��/(����/�� �q5 N ���s�2�K�.3"����	 ������������/(6��j���"�P�������"�������m6���'$������L�'����!� &T��LG�K1��W������� � /(��'�0G���2��)
oj�m67���"'2�"�,5$)��q��3"�(� 1�� �,&T����
�� �q��3 e"d �s6M�"/%��� �2/(�P�.'2� �P���s��/�������1�� ���2��/ ��&$�"LG�!�-����&��2'����F0�� /(	������q� �T�
6I�K� �
����L�/(	���/�3����������7�,�2/ /�L�1������26�� '_� '23��"��������1���)

f



� �������	��
 �


 �B� ��� � � ��� �������

JK��� �(L����T�"����� �!���(�2� 67�(� �G�����.�m�#�����-L(1+1������m�-���4����R ������L�'����#������1 '2��/��
� �.��'�3"��&��7� � /(	O���������WN��m	G�
����1��#&(�����26��������"�������m6�� 'z������'m�KRh���267�4R!��Rh�2'2's'2� �����h/����
	 ���"�h��L��h��/(� '20G�-�m��)

����� �����! #"%$�&'"%$)(+*-,/.10324.	.1��$�5�$6"70	8	�9 #*
: $<;J���D���#�9�  �  � i>=@?BADCFE@G%HIE@GKJ �"/ � n �m�h� 1��������2/�3 ‖ · ‖ : � n → � ���W���m�-��0%�2/�3

�%H ‖x‖ ≥ 0
���"�j� '2'

x ∈ � n ��/(	 ‖x‖ = 0
���

x = 0
v

&$H ‖αx‖ = |α|‖x‖ ���"�j� '2'
α ∈ � , x ∈ � n v(� /(	

6
H ‖x + y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖ �����j��'�'
x, y ∈ � n )

Rn<>%K8 :J*�$&FML
• �����

p
nb/��"��1 ���"�

1 ≤ p < ∞ �

‖x‖p =
(

n
∑

j=1

|xj |p
)1/p

∀x ∈ � n

• �����
p = 2

RP�#3"�M�h���(� X�L(6M'2�m	G����/4/(����1 �

‖x‖2 =

√

√

√

√

n
∑

j=1

|xj |2 ∀x ∈ � n

• �����
p = 1

RP�#3"�M�

‖x‖1 =
n

∑

j=1

|xj | ∀x ∈ � n

• �p/ �(/����F0 /��"��1 � ‖x‖∞ = max1≤j≤n |xj |: $<;J���D���#�9�  � 5 � iq/ONPHQH4?RGKSUT4GVEXW@YZARC_��/ � n �2�j�+1�� �(����/(3 〈 · , · 〉 : � n × � n → � ��� ���m�F��0��2/�3 �
�%H 〈x, x〉 ∈ � + �����j��'�'

x ∈ � n � /(	 〈x, x〉 = 0
���

x = 0

&$H 〈x, y〉 = 〈y, x〉 �����j��'�' x, y ∈ � n

6
H 〈x, αy〉 = α〈x, y〉 �����j��'�'
α ∈ � v x, y ∈ � n )

	(H 〈x, y + z〉 = 〈x, y〉 + 〈x, z〉 �����j� '2' x, y, z ∈ � n

�



Rn<>%K8 :J*�$ � JK�����KC��@H4W��@GVW NPHZHI?DG TIGVE�W YZADCt��/ � n �m�h3��2N���/ &�0

〈x, y〉 =

n
∑

j=1

xjyj ∀x, y ∈ � n.
: 1 ) 1 H

�+$&8;%K��� � c ��/(	G�����2��/$��6�H,� /(	�	(H,� &T�WN��h�F�7�W���h���(� � 〈 · , · 〉 �m��'2��/��
� ���2/����(������6M�"/(	�6M�"1+�T��/(��/%��){�q����/(3
���(�V��L�'2���!���"�h��/(/����h�����G	GL(6M���hR!�#3��M�

〈x + y, z〉 = 〈x, z〉 + 〈y, z〉 ���"�j� '2'
x, y, z ∈ � n

� /$	
〈αx, y〉 = α〈x, y〉 ���"�j� '2'

α ∈ � v x, y ∈ � n )
� ) �")G�����V�2/�/����h������	�L(6I�j�m���@HQC NPS�	 NPHI?
�@G!��/4���(� �(���-�j6M�"1+�T��/(��/%��)

: $<;J���D���#�9�  � � � JuRP�UN��
6I�����7�
x, y

� ���OE GKC��ZE�
 E@H���	{Rh�w��� �������T��6I�+���U�����g�2/�/����������G	GL$6I� 〈 · , · 〉 � �
〈x, y〉 = 0

)
! $&8;8G%  � O ��� ?RC 〈 · , · 〉 : � n × � n → ��� ?�� H NPHQH4?RG!TIGVEXW@YZARC������ ?RH ‖ · ‖ : � n → � WM?��9HI?BW ���

‖x‖ =
√

〈x, x〉 ∀x ∈ � n

N����7=@?BADCFE@G%HIE@GKJ��
 GVEXE"!#���"H k��2/(6M� 〈 · , · 〉 �m��� / �2/�/���� �����G	GL(6M� R!� �(�SN"� 〈x, x〉 ≥ 0

������� '2'
x ∈ � n v�� ) ��) √

〈x, x〉 �2�
	G� �(/���	4Rh�������"LG�j������&�'2��1��h��/(	 �T�"�������2N���)9iq'2����RP�#3"�M�

‖x‖ = 0 ⇐⇒ 〈x, x〉 = 0 ⇐⇒ x = 0.

&$H!�U�V�(�SN��
‖αx‖ =

√

〈αx, αx〉 =
√

αα〈x, x〉 = |α| · ‖x‖.
6�H!oq� ���#���(�W�h�����V������� �u���t����� c � L(67��0%nFkG67��R!����$j�2/���i"L$� '2�w�F0

∣

∣〈x, y〉
∣

∣ ≤ ‖x‖‖y‖ ∀x, y ∈ � n

��/('�04L(�����h�������T�������2���q� �{���(�.��/(/����������G	GL$6I��)qkG��RP��6�� /�L(���.���q�������.��N���/�&$���������VRP�.
�/��WR ���$�W� ‖ · ‖�m�h��/�����1 ) �U�V3����

‖x + y‖2 = 〈x + y, x + y〉
= 〈x, x〉 + 〈x, y〉 + 〈y, x〉 + 〈y, y〉
≤ ‖x‖2 + 2

∣

∣〈x, y〉
∣

∣ + ‖y‖2

≤ ‖x‖2 + 2‖x‖‖y‖+ ‖y‖2

=
(

‖x‖ + ‖y‖
)2 ∀x, y ∈ � n.

JK���m� �(/��m�������!�����V�����%���F)
�U��Rh�������V1��W�����m6M�
�

A ∈ � m×n ���

A =











a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n))) ))) )))
am1 am2 . . . amn











= (aij)ij .
: 1 ) d H

: $<;J���D���#�9�  � 0 � V ��N"��/ A ∈ � m×n R!�g	G� �(/�� �����%�MW"&RE@NPHZC
A∗ ∈ � n×m &�0

A∗ =
(

aji

)

ij

) :#\��"�
A ∈ � m×n RP�#3����

A∗ = AT ) H

M



�q���2/�3+�����m�j	G� �(/������2��/ RP�V6�� /4Rh�����������(�.�F�7� /(	�����	g�2/�/����h�(���G	GL(6M�q���

〈x, y〉 = x∗y.

: $<;J���D���#�9�  � L � i 1��W�������
Q ∈ � m×n v m ≥ n

vz�2� Y HQNPC�� G � �w�
Q∗Q = I

vz� ) ��)#�������(� 6M�"'�L(1+/$�����
Q� ���j�"�-������3"��/(��'GRh�w��� ���
�-�T��6M�������������F�7� /(	�����	��2/�/����-nb�����G	GL(6I�
)!:<�b�

Q ∈ � m×n ��� ���m� �(�
�
QT Q = I

v%R!�
���S0����(� �h�����V1��W�������

Q
�2� E@GKC��ZE�
 E@H���	 ) H

i 1��W�������
A ∈ � n×n �2��� ?DGKJ NPC N �@H����

A∗ = A
:������h������'T1�� �����26������ � � J J ?RC GKN A�HM)i �q����1+�����m� /�1�� �����w�

A ∈ � n×n �m��TZE �KNPC NP= ?RS WM?��9HQNPC ?q�w�
x∗Ax > 0

��������'�'
x ∈ � n \ {0} :PT E��KNPC NP=@?

�R?DJ NPS WM?��9HQNPC ?K����� ≥ 0
H�)

�+$&8;%K���>F � 1 HV�q/�'2�����V� ��������Rh�2�����-�T��6�� �$��	_v 〈 · , · 〉 Rh�2'�',	���/����������(� �F�7� /(	(� �7	��2/�/����-nb������	�L(6I� : 1 ) 1 HI)
JK���.�-����/(	�� �7	 �2/�/����h������	�L(6I�q���W���2� �(���

〈Ax, y〉 = (Ax)∗y = x∗A∗y = 〈x, A∗y〉
�����j��'�'

x, y ∈ � n )
d HP�b� A ∈ � n×n �2� �q����1��w���2��/4��/(	4�$�%�-�����2N���nb	G� �(/������"v�������/

〈x, y〉A = 〈x, Ay〉 ∀x, y ∈ � n

	G� �(/����q� /4��/�/(���h�����G	GL(6I�q��/(	

‖x‖A =
√

〈x, x〉A ∀x ∈ � n

	G� �(/����q� /(����1 ��/ � n )

����� � ,  $���� &�"�$)(+*
: $<;J���D���#�9�  � k � i>J��@C GKN	� HIE@GKJ ��/ � n×n �2�q� 1��������2/�3 ‖ · ‖ : � n×n → � Rh�����

�%H ‖A‖ ≥ 0
���"�j� '2'

A ∈ � n×n � /$	 ‖A‖ = 0
� �

A = 0
v

&$H ‖αA‖ = |α|‖A‖ ���"�j� '2'
α ∈ � , A ∈ � n×n v

6
H ‖A + B‖ ≤ ‖A‖ + ‖B‖ ���"�j� '2'
A, B ∈ � n×n )

	(H ‖AB‖ ≤ ‖A‖‖B‖ �����j��'�'
A, B ∈ � n×n )

�+$&8;%K��� � c �"/(	G�����2��/(���"HMv$&$Hq� /(	�6�Hj�-��� �������(� � ‖ · ‖ �m����N��
6I���"�q/��"��1 ��/������ N���6M���"�q�-�$��6M� � n×n )c ��/$	G�w�����"/�	(HK��/('�0g1���
��
�h�-��/(�-�#���"�j1��W�����m6M�
��v(���2/(6M�V3"��/�������'_N���6M���"���K���(��6����j�����#/����j��i%L��2���$�
	 Rh�w���
�+������	�L(6I�
)

: $<;J���D���#�9�  ��
 � V �2N���/O� N��
6I�����j/��"��1 ‖ · ‖v
��/ � n R!� 	����(/��������1NPH4W YZA ?BW	HIE@GKJ ‖ · ‖m

��/ � n×n&�0
‖A‖m = max

x6=0

‖Ax‖v

‖x‖v�����j��'�'
A ∈ � n×n )

l E�$&�C�/$&8  � o � ��� ? NPH4W YZAB? W H4E GKJ ‖ · ‖m
E !��7=@?BADCFE@G%HIE@GKJ ‖ · ‖v

N���� J � C GKN	� H4E GKJ
� NPC �
‖I‖m = 1

�@HIW
‖Ax‖v ≤ ‖A‖m‖x‖v!DE@G���	�	

A ∈ � n×n �@H4W
x ∈ � n �

4



 GVEXE"!#���"H ‖A‖m ∈ � ��/(	 ‖A‖m ≥ 0
��������'�'

A ∈ � n×n �m�j��&�N��2��L(�!������1 ����� 	G���(/(�w�����"/s)hij'm�-��������1
���(�.	G���(/(�w�����"/4R!�#3����

‖A‖m = 0 ⇐⇒ ‖Ax‖v

‖x‖v
= 0 ∀x 6= 0

⇐⇒ ‖Ax‖v = 0 ∀x 6= 0 ⇐⇒ Ax = 0 ∀x 6= 0 ⇐⇒ A = 0.

&$H \(���
α ∈ � ��/(	

A ∈ � n×n RP�#3����

‖αA‖m = max
x6=0

‖αAx‖v

‖x‖v
= max

x6=0

|α|‖Ax‖v

‖x‖v
= |α|‖A‖m

6�H \(���
A, B ∈ � n×n RP�#3"�M�

‖A + B‖m = max
x6=0

‖Ax + Bx‖v

‖x‖v

≤ max
x6=0

‖Ax‖v + ‖Bx‖v

‖x‖v

≤ max
x6=0

‖Ax‖v

‖x‖v
+ max

x6=0

‖Bx‖v

‖x‖v
= ‖A‖m + ‖B‖m.

�!�M���"����RP�V67���
67
 6M�"/(	G�����2��/ 	(HP������1 �����V	G���$/��w�����"/ � �9� 1�� �����w� /(����1 RP�#N"�����w��0

‖I‖ = max
x6=0

‖Ix‖v

‖x‖v
= max

x6=0

‖x‖v

‖x‖v
= 1

� /$	
‖A‖m = max

y 6=0

‖Ay‖v

‖y‖v
≥ ‖Ax‖v

‖x‖v
∀x ∈ � n \ {0}

Rh���m67�g3"��N"���
‖Ax‖v ≤ ‖A‖m‖x‖v ∀x ∈ � n.

	(HK���-�2/�3+�����m�h�
�F����1��W���#RP� �(/(	

‖AB‖m = max
x6=0

‖ABx‖v

‖x‖v

≤ max
x6=0

‖A‖m‖Bx‖v

‖x‖v
= ‖A‖m‖B‖m.

�q��L(��'�'20���/(� 	G��/������
������� �2/(	GL$6M��	U1��W��������/��"��1 Rh�w���U����� ��� 1�� ��0%1 &$�"'���������� 6M�"���������T��/(	G�2/�3
N��
6I�����K/�����1 ) \����K�����V����1�� �2/��2/�3��(� ���h� � �����m�!�����%�jR!�#Rh��'2'_���"'�'2�WR �����2�q6M��/�N"��/%���2��/s)

[h�
6�� '2'z���$�W�
x ∈ � n �m�j� / ?RN 
<?RHZ=@?BADCFE@GKRh����� ?DN 
 ?RHZ=���	 YZ?

λ ∈ � � �9�+1��W�������
A ∈ � n×n �w�

Ax = λx
� /(	

x 6= 0.
: 1 ) � H

: $<;J���D���#�9�  �  �� � JK��� � T ?BARC G�� 	 G��<W@NPY �P���{�+1��W�������
A ∈ � n×n �m�j	G���$/���	4&�0

ρ(A) = max
{

|λ|
∣

∣ λ
�m�h���23���/%NW��'�L���� �

A
}

.

l E�$&�C�/$&8  �  � ��� E G��@H � J��@C GKN	�1H4E GKJ ‖ · ‖ � �@H � J��@C GKN	� A ∈ � n×n � H4W � H � ` ∈ � �!? � �@=@?
ρ(A)` ≤ ‖A`‖ ≤ ‖A‖`.

N



 GVEXE"!#� �!0 	G���$/��w�����"/ ���s�����#���$�
6I���7� 'z�7��	G�2L(�
ρ(A)

RP��6���/ �(/(	g� /g���23���/�N"��6I�����
x
Rh�����

Ax = λx
� /$	

ρ(A) = |λ| )�rt�M�
X ∈ � n×n &T��������1��W��������Rh��������� '2'

n
6���'2L�1�/(�V� ���+��i%L(� ' ���

x
) JK����/UR!�+�$�SN��

A`X = λ`X
� /(	 ����L(�

‖A`‖‖X‖ ≥ ‖A`X‖ = ‖λ`X‖ = |λ|`‖X‖ = ρ(A)`‖X‖.
g���N��m	G��/(3�&�0 ‖X‖ 3"��N"���

ρ(A)` ≤ ‖A`‖ )�JK��� ����6���/(	U�2/���i%L(��'����F0����"'�'2�WRj�#������1 �������T�����F0�	(HV�2/Q���(�
	G� �(/������2��/ � �{��1�� �����w�g/�����1 )
: $<;J���D���#�9�  �  K5 � i 1�� �����w�

A ∈ � n×n �2� HIE@GKJ���	G���
A∗A = AA∗ )

! $&8;8G%  �  � � A ∈ � n×n N���/(����1���'�N ��NPC�� ���
n
E GKC��ZE@HIE@GKJ���	 ?RN 
 ?DHQ= ?BARC E G
�

�
N �P?���?RN 
<?RHZ=@?BADCFE@G
�

x1, . . . , xn
� NPC � 〈xi, xj〉 = δij

!DE G���	�	
i, j = 1, . . . , n

�
l E�$&�C�/$&8  �  &O ��� ! A ∈ � n×n N��%HIE@GKJ���	 � C � ?RH

ρ(A)` = ‖A`‖2 = ‖A‖`
2 ∀` ∈ � .

 GVEXE"!#��rs���
x1, . . . , xn

&$�h� /+�������(��/��"��1�� '%&(�"�-�m�96M�"1+�T�"����	�� �T���23���/�N"��6I�����7�t���
A

Rh������6M�"���������T��/(	G�2/�3
���23���/�NS��'�L(���

λ1, . . . , λn
)9� �w������LG�j'2�"���K� �{3���/����7� '2���F0�RP�#�(�SN"�

ρ(A) = |λ1|
)

rs���
x ∈ � n )�JK�(��/ RP�V6�� /4Rh�������

x =

n
∑

j=1

αjxj

� /$	 3"�M�

‖x‖2
2 =

n
∑

j=1

|αj |2.

k��21���'m� ��'�0 RP� �(/(	
Ax =

n
∑

j=1

αjλjxj
��/(	 ‖Ax‖2 =

n
∑

j=1

|αjλj |2.

JK���m�h�-�(�WRj�

‖Ax‖2

‖x‖2
=

(∑n
j=1 |αjλj |2

)1/2

(
∑n

j=1 |αj |2
)1/2

≤
(

∑n
j=1 |αj |2|λ1|2
∑n

j=1 |αj |2
)1/2

= |λ1| = ρ(A) ∀x ∈ � n

� /$	g6���/(����i%L���/"��'�0 ‖A‖2 ≤ ρ(A)
)

�q���2/�3+������������1 1 ) 1=1 R!�#3��M�

ρ(A)` ≤ ‖A`‖2 ≤ ‖A‖`
2 ≤ ρ(A)`

�����j��'�'
` ∈ � )�JK���m� �(/��m�-�(���!���(�V���������F)

k��21���'m� ��1��������G	��{���V���(�"���hL(�-�
	+��/������j������� �z� �T�����j�(����N%�2��L$�{���
�-L�'���0�����'2	+�����h���"'�'2�WRh��/(3��������"����1 )
l E�$&�C�/$&8  �  0 ��� E G���	�	 J��@C GKN AB? � A ∈ � n×n �!? � � = ?

‖A‖2 =
√

ρ(A∗A).

� ������������������N����"L(�h�������"����1��qR!� �$�SN�� ��1���/�3 ���������������2/�3"���m	G��/%��� �(�
	������ 1�� �����w��/��"��1 Rh���m67�
�m�V��/$	GL(6M�
	Q&�0����(� d nbN��
6I���"�#/�����1 )gJK�������"'�'2�WRh�2/�34������������1 ���G��'��m6M����'20��m	G��/"��� �$���V����� 1��W��������/��"��1
��������6��2� ���
	����������V�2/ �(/����F0%n /��"��1 )

�
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‖A‖∞ = max
1≤i≤n

n
∑

j=1

|aij |.

 GVEXE"!#�n\��"�
x ∈ � n R!�#3��M�

‖Ax‖∞ = max
1≤i≤n

|(Ax)i| = max
1≤i≤n

n
∑

j=1

aijxj

≤ max
1≤i≤n

n
∑

j=1

|aij |‖x‖∞

Rh���m67�g3"��N"���
‖Ax‖∞
‖x‖∞

≤ max
1≤i≤n

n
∑

j=1

|aij |

�����j��'�'
x ∈ � n � /(	 ����L(� ‖A‖∞ ≤ max1≤i≤n

∑n
j=1 |aij |

)\��"�!�����V'2�WRP���K&$�"L�/(	 67�����"���
k ∈ {1, 2, . . . , n} ��L(67�g���(� �

max
1≤i≤n

n
∑

j=1

|aij | =
n

∑

j=1

|akj |

� /$	g	G� �(/��
x ∈ � n &%0

xj = akj/|akj |
�����j� '2'

j = 1, . . . , n
)9JK����/ R!�#�(�SN�� ‖x‖∞ = 1

� /$	

‖A‖∞ ≥ ‖Ax‖∞
‖x‖∞

=
max1≤i≤n

∑n
j=1 aij

akj

|akj |

1

≥
n

∑

j=1

akj
akj

|akj |

=
n

∑

j=1

|akj |

= max
1≤i≤n

n
∑

j=1

|aij |.

JK���m�h�m�!�����V����i%L��2���
	 ������L�'���)

Rn<>$=�/�=��F�$.F
1 H9kG���WR ���(�W�������j1��W��������/��"��1 ��/$	GL(6M�
	+&%0������ ‖ · ‖1

n /(����1 ��/ � n �2�9������J�� �<NPJ Y J>ABE 	 Y J H �KY JH4E GKJ
‖A‖1 = max

1≤j≤n

n
∑

i=1

|aij |.

d Hqk����WR ���(� � ‖A‖ ����� = maxi,j |aij |
���"��� '2'

A ∈ � n×n 	G� �(/��
����N"��6M�����q/�����1 �"/����(� ���(��6��.� �
n × n

nb1�� �����26�����vG&�LG�j/����j� 1�� �����w� /(����14)
� H!rt�M� A, B, C ∈ � n×n Rh�����

A = BC
)!k����WR ���(�W�

‖A‖ ����� ≤ ‖B‖∞‖C‖ �����
� /$	

‖A‖ ����� ≤ ‖B‖ ����� ‖C‖1.
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� ��� � � ��� �j��� �	� � ��� � � �j��
�� 	

�p/Q���(�2�+67�(� ��������RP��'2������/ ���WR ���O� /(��'�0G�������WR '2��/(3��w����� 
"���#��������'2N�� ��/�L�1������m6�� ',�����"&�'2��1 �"/ �
6M�"1���LG������)Vk��T��6�� �$6�� '2'�0 R!� ����� ��/%�������
�F����	��2/������ i%L��
�F�����"/����WR �����+6��"�-�q��� �T����������1 ��/�� '23��"�������(1
	G���$��/(	��h�"/ �����V��/(��LG����� $���)

� ��� 
 "/(	� 8  #,% �D"�.	,���
 "�*  
JK����6M��1���L����W�����"/(� 'T6M�%�F�,���t� / ��'�3"�����w����1 �m�9��������1���L�/%�,���s���
�-�"L���6����9���,�7� 
"���9���.�T����������1 �����2�!� '23���n
���w����1 ��/ �+6M��1���L������
) \��"�K���21+�('��m6M���F0 ��������RP� dFL(�-�j6M�"L�/%�!�����#/�L�1�&T���K� ���(�"� ���2/�3+�$�"��/%�h���T���7�W�����"/(�
:<�"	�	G�����2��/(��v$��L�&G�����"6I�����"/(��v(1�L�'����2��'2�26��W���2��/$��vT	G��N��m�-�2��/$��HK�T����������1���	 	GL����2/�3 ��/(�V��L�/����{��������'�3"�����w����1 )
i 1������V	G�M�7� �2'��
	g��/(� '20G�-�m�!RP�"L�'2	4� 'm��� �7� 
"���<�"6I�����7�P'2�2
��#1���1�����0 L(��� 3"���2/%������6�6M�"L�/%��)
: $<;J���D���#�9� 5 �  � JK��� ABE �KCs��� ��/ ��'�3"�����w����1 �m�

C(n) =
/%L(1�&T���h� �9��	(	G�w�����"/(��v��-L�&����7��6I�����"/(��v%1 L�'����2��'��m6�� ���2��/(�q� /(	4	G�2N%�m�����"/(�

Rh�������
n
�2�!�����.�-� $��#���u�����V��/(��LG�q	�� ��� :��") 3$){�����V/�L�1 &$���h� �u��i%L(�W�����"/(�K�M�76 ) HI)

JK���V���"'�'2�WRh�2/�3 	G� �(/������2��/������WN��2	����h������/(� ��� ���2��/�R!��Rh�2'�' L(���.��� 	G����6M���2&$�������+����0%����� ���26�6M��1���L�n
��� ���2��/(��'s6M�%�F�h� �9� / � '23��"�������(14v%�����2�j�2�K�����V&T���(�SN��2��L��K� �u�����.6��"�-�

C(n)
�����

n → ∞ )
: $<;J���D���#�9� 5 � 5 � \(��� f, g : � → � ���

f, g :
� + → � + RP�#Rh���w���

g(x) = O
(

f(x)
) ���

lim sup
x→∞

g(x)

f(x)
< ∞,

g(x) = Ω
(

f(x)
) ���

lim inf
n→∞

g(x)

f(x)
> 0,

g(x) = Θ
(

f(x)
) ���

g(n) = Ω(f(x))
��/(	

g(x) = O(f(x)).

Rn<>%K8 :J*�$ � �q���2/�3������m�K/�� �7�W���2��/ RP�#6���/ Rh���w���
5n2 + 2n− 3 = Θ(n2)

v
n2 = O(n3)

� /$	
n2 = Ω(n)

)

I>��%K����%K��� ������$.� :��/�>������� %K*#,9�9�/�D��E�8 ��2/���LG� �
x = (x1, . . . , xn)

v
y = (y1, . . . , yn)��L�����LG� �

s = 〈x, y〉���
s = 0��� A �9�

i = 1, . . . , n
���

���
s = s + xiyi� � $&���;A �C�

��� ���M��L���/
s

l E�$&�C�/$&8 5 � � � ��� ? �KC��@HIW �@G WONPHZH4?RGKSUT4G E�W YZADC�� 	 
<E GKNPC�� J E H � n � ��� ABE@J T4Y C��@C N E@H���	 ABE �KC
C(n) =

Θ(n)
��� H � ��	 
 E@GKNPC � J !DE@G/C��Z?�NPHQH4?RG!TIGVEXW@YZARC � � �

C(n) = Ω(n)
�
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 GVEXE"!#��JK���+�F�7� /(	�����	 �2/�/����-nb�����G	GL(6I��� '23�����������1 � &T�WN��.�$���
n
1 L�'����2��'��m6�� ���2��/(��� /$	

n
��	�	G�����2��/$��vz� ) �")

C(n) = 2n = Θ(n)
)

k�
"�M��67�g�����K�����#�����%���u���u���"�
C(n) = Ω(n)

�,k��2/(6M�V�
��67�4� �u�����V�����G	GL(6M���
xiyi

�2� 
-��/$	G���T��/(	���/%� �V� �
���(�V� ���(���7��vGR!�#�(�SN������ 6�� 'm6ML�'m�W���#��'�'

n
� � ������1 )

�+$&8;%K��� � V ��N��2/�3.�����
� 'G������� �T�����{���(�j'��WR!���{&T��L�/$	���/+���(�j� &T�WN��!������������1 RP�"L�'2	 ����i%L��2���h�V	G����� �2'2��	
1��G	G��',��&$�"LG�.Rh�(� �V��/ � '23�����������1 �"6I��L$� '2'�0��m��) ��/���RP�"L�'m	����"�V�M��� 1���'2��/����
	O��� &$� ��&�'2����� �����WN��
���$�W��
-3�L��
������/(3
�q�����.������L�'w�h�2/ dFL(�-�j��/��V�"�$����� ���2��/ � /(	g������L���/��2/�3��w�
v(�m�h/����q� �(���"�$���j� '23�����������1 )9�U�
�SN��"�2	 �����
�-�.	���� 6ML('w�����
�h�������#&�0 ��/�'20 3"��N��2/�3 
-��
�����67���
� �j���"�j'��WR!���!&T��L�/(	(��)
l E�$&�C�/$&8 5 � O � ���Z? �BC��@HIW � GVW J ?RC��ZE�W�!DE G � n×n J � C GKN	�<SFJ��@C GKN	� J Y 	 C N T 	 N A � C N E H ���@C N���� ? �

C(n) =
Θ(n3)

� � H � J7?DC � EXW�� � � C(n) = Ω(n2)
�

 GVEXE"!#�ng���/������#���(�V���WRj�K���
A ∈ � n×n &�0

a∗
1, . . . , a

∗
n

� /$	 �����.6M�"'�L(1+/$�h� �
B ∈ � n×n &�0

b1, . . . , bn
)

k��2/(6M�
(AB)ij = a∗

i bj
�����j� '2'

i, j = 1, . . . , n
R!�g�(�SN"� ���U6�� 'm6ML�'m�W���

n2 ��/(/����������G	GL(6I�7��) JK�%L$������������0�1+����� ���26g6M�"1+�(LG��� ���2��/(��'K6��"�-�+�m�
C(n) =

n2Θ(n) = Θ(n3)
)

k�
"�M��67� �����!���(��'2�WR!���K&$�"L�/(	 �9R!���(�SN�������6���'26�L�'2� ���
n2 ��/%�������
�K� �s�����V������L�'w����/(3 1��W������� � /$	 ���%L$�

C(n) ≥ n2 )

� ��� ��.1,���� * �D* "�� � ,% $ � ��� � ,  #$ ��� � 8 �B � � � �R� ,  �D"�.
�p/ ���(��������1 d ) f ���(�����.�2����3"����&$���FRP����/ �����.���7	G���

Θ(n3)
� �9�������-��� /$	�� �7	41+�������G	 ���"�q1 L�'w�����('�0��2/�3

1��W�����m6M�
�+��/(	 ����� '2�WRP���+&T��L(/(	
Ω(n2)

) JK�(�4�(L����T�"���4� �q�����m���-�
6I���2��/ �m�+��� �-�(�WR ���(� ������������� ���
��6M��L(��'�'20 ��'�3"�����w����1��PRh��������/4�"�-0�1��G�������m6����7	G���KRh���m67� �2�K&T�M�������j���(��/

Θ(n3)
)

\��"�
A, B ∈ � n×n v n ��N���/4��/(	

D = AB
Rh���w���

A =

(

A11 A12

A21 A22

)

, B =

(

B11 B12

B21 B22

)

, D =

(

D11 D12

D21 D22

)

Rh�������
Aij , Bij , Dij ∈ � n/2×n/2 )�JK�(��/ RP�#�(�SN"�

D11 = A11B11 + A12B21

D12 = A11B12 + A12B22

D21 = A21B11 + A22B21

D22 = A21B12 + A22B22.

JK������&$�WN"�V1��M���(��	�6�� 'm6ML('2� �����h����� �����G	GL$6I�q���9�FRP�
n × n

n 1�� �����26����hL(���2/�3 ���23��%�q1 L�'����2��'��m6�� ���2��/(�
� �

(n/2)× (n/2)
n 1�� �����26�����) JK���������m�h� /����������!RK�S0+����6���'26�L�'m�W�������(����/%�������
�P���s���(�V1�� �����w�

D
vGRh���267�

'2�%�"
G��1������q6M�"1���'��m6�� ���
	 �W���(���-�P&(LG�!�"/�'20+L$�-�
�,����N���/ 1�L('w������'2�m6��W�����"/(�P� �
(n/2)× (n/2)

nb1��W�����m6M����)_�b�
Rh�2'�'(���7� /(�����2���!���$�W�9���(�2���<��6I�!6�� /�&T�hLG���2'2�2����	+���V3��M�,��/�����0%1��G��� ���26�� '2'�0��<���-�����91��������G	�� �_1 L�'w�����('�0��2/�3
1��W�����m6M�
��)9�q���2/�3

P1 = (A11 + A22)(B11 + B22)

P2 = (A21 + A22)B11

P3 = A11(B12 − B22)

P4 = A22(B21 − B11)

P5 = (A11 + A12)B22

P6 = (A21 − A11)(B11 + B12)

P7 = (A12 − A22)(B21 + B22)

1 d



R!�#6�� /4Rh�������

D11 = P1 + P4 − P5 + P7

D12 = P3 + P5

D21 = P2 + P4

D22 = P1 + P3 − P2 + P6.

(+*#,9�9�/�D��E�8�� IU����%CF�F�$&� ac��*�����:�*#���H%K��������� ��2/���LG� �
A, B ∈ � n×n Rh�����

n = 2k ���"�j�-�"1��
k ∈ � 0��L�����LG� �

AB ∈ � n×n

��� �#A
n = 1

��E�$&�
��� ������L���/

AB��� $&*�F�$
� � 6���'26�L�'2� ���

P1, . . . , P7
:�L(����/(3����
6ML��7�-�2��/TH

��� 6���'26�L�'2� ���
D11

v
D12

v
D21

��/(	
D22��� ������L���/

D
� � $&���;��A
�+$&8;%K��� � [h��6�L��7�-�2N��V� '23��"�������(1��!���t���(�2�h
��2/(	 � ���V6�� '2'2��	 W@NP=XN WM? �@HIW1ABE@H��DYZ?RGP��'�3"�����w����1���)

�q���2/�3q�����hk%���7�����-��/Gnb1�L�'����2��'2�26��W���2��/�RP�K6���/ 6���'26�L�'m�W���
D

Rh����� 4K1 L�'����2��'��m6�� ���2��/(� ��� n
2 × n

2

n 1��W�����m6M�
�
� /$	 1�N �"	�	G�����2��/(�K��� n

2 × n
2

nb1�� �����26�����)9JK�%L$�KRP� �(/(	
C(n) = 7C(n/2) + 18n2/4.

: d ) 1 H
! $&8;8G% 5 � 0 � ��� ?	�QC G���� �R?RHZSFJ Y 	 C N T 	 N A
�@C N E@H � ��� ABE@J T4Y C��@C N E@H � 	6ABE �KC

C(2k) = 7 · 7k − 6 · 4k !DE@G�� 	�	
k ∈ � 0

�
 GVEXE"!#�n\��"�

k = 0
RP�#3"�M�

C(20) = C(1) = 1
)

iq����L�1��������.6M'm� �21 �m�K����L��������
k ∈ � 0

)�JK����/

C(2k+1) = 7C(2k) + 18n2/4

= 7(7 · 7k − 6 · 4k)

= 7 · 7k+1 − (7 · 6 − 18)4k

= 7 · 7k+1 − 6 · 4k+1.

oj�WR �����.6�'2����1 ����'2'��WRj�K&�0 �2/(	GL(6M���2��/s)
l E�$&�C�/$&8 5 � L � ��� ?
�4C G � �
�R?DHQS ��	 
 E@GKNPC � J !DE G J��@C GKN	�<SFJ � C GKN	� J Y 	 C N T 	 N A
� C N E H � � ��� � � J T4CFE@C N A/ABE@J T4Y SC��@C N E@H � 	#ABE �KC

C(n) = Θ(nlog2 7)
�

�+$&8;%K��� � �O�#Rh�2'�'_�(���WN"�j���(���������"����1 �����
n = 2k v k ∈ � 0

)9�b�
n
�m�K/����!���t���(�2�!���"��1 R!��6�� /4�M������/(	

���(�V1�� �����26������967�����"���
k ∈ � 0

Rh�����
2k ≥ n > 2k−1 � /(	4	G���$/��

Ã, B̃ ∈ � 2k×2k &�0

Ã =

(

A 012

021 022

)

, B̃ =

(

B 012

021 022

)

Rh�������
012 ∈ � n×(2k−n) v 021 ∈ � (2k−n)×n � /$	

012 ∈ � (2k−n)×(2k−n) ������$������ nb1��W�����m6M���j� �,� �(������n
�����2� ���V��� $���)�JK���#�����G	GL(6I�j���

Ã
��/(	

B̃
1��S0 ��3"����/g&$�VRh���w������/4�2/ &�'2��67
 ������1 �

ÃB̃ =

(

AB 012

021 022

)

JK��L(�9R!�q6���/ �(/(	+���(�j������	�L(6I�,���$�����
n×n

nb1��W�����m6M�
�
A

� /(	
B

&�0�1 L�'����2��'�0��2/�3V�����
2k ×2k n 1��W�����m6M�
�

Ã
� /(	

B̃
Rh����� �����Vk%���7��������/Gnp� '23��"��������1 ){k���/$6M��RP���(�SN��

n ≤ 2k ≤ 2n
v%��������������/$	G��	 1�� �����26����!� ����� �

1��"�-�K	���L�&�'2�������V��� $������s�����#�"���23��2/(� 'T��/(����v���/(	 &T��6�� L(���
(2n)α = Θ(nα)

�����K��N"����0
α > 0

�����#������L�'��
�����

n = 2k ��1���'2���
�
C(n) = Θ(nlog2 7)

�����h��N"����0
n ∈ � )

1 �



 GVEXE"!#� :����u�����#���(��������1 H!rs���
n = 2k )�JK�(��/4RP�V�(�SN"�

7k = 2log2(7k) = 2k log2 7 = (2k)log2 7 = nlog2 7

� /$	
4k = (2k)2 = n2.

�q���2/�3+�����V'2��1�1���RP�#3"�M�

C(n) = 7 · 7k − 6 · 4k = 7nlog2 7 − 6 · n2 = Θ(nlog2 7).

JK���m� �(/��m�������!�����V�����%���F)
l E�$&�C�/$&8 5 � k � � ! C � ?RGV? N�� �1J7?DC � EXW	C E	J Y 	 C N T 	 � n × n

SFJ � C GKN AB?#� � NPC�� ��� � J TIC E C N A1A E J TIY C�� C N E H � 	ABE �KC O(nα)
!DE G��RE@J7?

α > 0 �
C � ?RH NPC N�����	 �RE%T E�� �KN � 	 ? C E NPHZ=@?DGKC n × n

SFJ��@C GKN A ?#� � NPC�� ABE �KC O(nα)
�

 GVEXE"!#��rs���
A ∈ � n×n &$�V�2/�N��������2&�'2��)9JK���V������� �{6M��/$�-�m�F�7�K� �u���������.�-�����(��)

1 H!i��h��/4�����V������N����"L(�!���(��������1 RP�.6�� /4���
�F�����m6I�h��L(������'2N��
�,���������.6������
n = 2k �����j����1��

k ∈ � 0
)

�b�
n
�2�K/����!���t�����2�!���"��1 R!���M������/(	 �����#1��W������� �{67�����"���

k ∈ � 0
Rh�����

2k ≥ n > 2k−1 ��/(	g	����(/������(�
1��W�������

Ã ∈ � 2k×2k &�0

Ã =

(

A 012

021 I22

)

Rh�������
012 ∈ � n×(2k−n) ��/(	

021 ∈ � (2k−n)×n � ��� $������ nb1�� �����26����9��/(	
I22

�m�9�����
(2k −n)× (2k −n)

n
�m	G��/%�����F0 1�� �����w�_)9JK����/4�����V��/�N"���7�-��� �u�����m�h1��W������� �m�

Ã−1 =

(

A−1 012

021 I22

)

� /$	 R!�h6���/+�2/�N����-�
A

&�0.�2/�N��������2/�3����(�
2k×2k nb1��W�������

Ã
)9k��2/(6M�

Θ
(

(2n)α
)

= Θ
(

nα
) �����j�"�-0�1��G�������m6

6M�%�F�h�m�hL�/(67�$� /�3"��	_)
d HKk��2/(6�� A

�2�K�2/�N��������2&�'2�#RP�#�(�SN"�

x∗(A∗A)x = (Ax)∗Ax = ‖Ax‖2
2 > 0

�����h��N�����0
x 6= 0

� /(	 ����L(�
A∗A

�2�K�T�"���w����N"�.	G���$/��w���.� /(	 ���(�����M�������#��/�N"�������2&�'��"){�O�.6�� /4Rh�������

A−1 = (A∗A)−1A∗.

JK���m�#� '2'��WRj��L(�����4��/�N"�����
A

Rh�w���U6��"�-�
C(n) = D(n) + O(nα)

Rh�������
D

�m��������6M�%�F��� �,�2/�N����-����/�34�
�j����1������m� /svz�T�"���w����N"��	G� �(/������+1�� �����w��� /$	 O(nα)

�2�q���(� 6M�%�F��������1�� �����w��nb1��W�������41 L�'w�����('��m6�� ���2��/s)#k��
R!�#6�� /4���
�F�����m6I�h�"L�������'2N��
�P���+�����.6������#� � �q����1��w���2��/sv��T�"���w����N"�#	����(/������V1�� �����26�����)

� H!Ju��	G�M������1+�2/��#�����.6M�%�F�K��L�/(6M���2��/
D

'����
B

&$� �q����1+�����m� /�� /$	 �T�"���w����N"�V	G���(/(�w��� �

B =

(

B11 B12

B∗
12B22

)

Rh�����������(�
Bjk

� ��� n
2 × n

2

n 1�� �����26�����) rt�M�
S = B22 −B∗

12B
−1
11 B12

)�i 	G�2����6I�j6�� 'm6ML�'m�W�����"/g�����WRj�P���(� �

B =

(

B−1
11 + B−1

11 B12S
−1B∗

12B
−1
11 −B−1

11 B12S
−1

−S−1B∗
12B

−1
11 S−1

)

.

:<JK�(�2�K���"��1 L�'m�.���"�
B−1 �m�j6�� '2'��
	 � A � Y G%ABE J T�	 ?DJ7?RHZC ) H

X9�G���76M�m��� �9�-�(�WR ���(� �
B11

� /$	
S

� ���#��/�N"�������2&�'��")
JK���m��1+�������G	���� 6�� 'm6ML('2� ���

B−1 /�����	�� d �2/�N����������"/(�j��� n
2 × n

2

n 1�� �����26�����:</(� 1���'�0����
B11

� /(	�� �
S
HMv

a
�����G	GL$6I���!��� n

2 × n
2

nb1��W�����m6M�
�P��/(	
b
��L�1�� � �-L�&����7��6I�����"/(�P� � n

2 × n
2

nb1��W�����m6M�
�,Rh�������
a
��/(	

b
� ���

�2/(	G���T��/$	G��/%�j� �
n
)�JK���m�h�-�(�WRj�!���(� �

D(n) ≤ 2D(n/2) + O(nα) + O(n2)

1 f



Rh������� O(nα)
�2�+������6M�%�F��������������1�L('w������'2�m6��W�����"/(��� /$	 O(n2)

�2��������6��"�-�+���"���������"	�	G�����2��/(����/(	
��L�&G���7��6M���2��/(��)\�����1 ������������1 d ) f RP�.��'������"	G0�
�/��WR

α ≥ 2
v(����RP�V6�� / �-�21���'�����0 �����.� &T�WN������-���21��W���#���

D(n) ≤ 2D(n/2) + cnα

�����j����1��V6M�"/(�-��� /%�
c > 0

)9� ��������/4�2/(	GL$6I���2��/ � ��3�L(1+��/%�V: �-���#�M�G���76M�m�-� f &T��'2�WRqH,�"/��V6���/ 6���/(6�'�L$	G�

D(2k) ≤ c

1 − 21−α
(2k)α

� /$	 ���%L$�hRP�#3"�M�
D(2k) = O

(

(2k)α
)

�����
k → ∞ )�JK���m� �(/��m�-�(���!���(�V���������F)

Rn<>$=�/�=��F�$.F
1 HKrt�M��:<�mH

f(n) = n2[1 + sin(n)]
� /(	Q:<��� H

f(n) = n + n2 ),�p/ ���"67�46�������v�Rh���m67� � � �����.����'2'��WRh�2/�3
� ��������L�� �

• f(n) = O(1);

• f(n) = O(n);

• f(n) = O(n2);

• f(n) = Ω(1);

• f(n) = Ω(n);

• f(n) = Θ(n2).

d Hqk����WR ���(� �q����� �-����/(	�� �7	 1��M�����G	 ������1�� �����w��nbN��
6I���"�h1�L�'����2��'2�26��W�����"/��(��������0�1+����� ���26�6M��1���L�n
��� ���2��/(��'s6M�%�F�

C(n) = Θ(n2)
)

� HKk��(�WR ���$�W�h���(�V1�� �����26����
S

� /(	
B11

�2/4�����V������� � � �t�������"����1 d ) 4�� ���#��/�N����-����&('��")
f HKk��(�WR &�0 �2/(	GL(6M���2��/4���(� �

D(1) = 1
� /(	

D(n) ≤ 2D(n/2) + cnα

�����j����1��V6M�"/(�-��� /%�
c > 0

�21+�('��2���

D(2k) ≤ c

1 − 21−α
(2k)α

�����j��'�'
k ∈ � 0

)

1 �



� �������	��
 �

� ��� � �����j��� � ��� � � �����j�	� �����B� �

[h�"L�/(	G�2/�3����������7�.'2���"	Q���Q6M�"1���LG��� ���2��/(��',������L�'�����v9Rh���267� � ���g	G���z������/%��������1 ����� �������"�������m6���',��/(����)
JK��� 1+�������G	��q������1 �����m��67�$� �G�����qRh�2'2'u����'���L(�j���g��/(�-R!���j����������'2'��WRh�2/�3+i%L��
�F�����"/ � �q�WR 6M'2�"���.�m�h���(�
6���'26�L�'m�W���
	 ������L�'��K�������(�.6M��������6I�K��/(� �

� ��� 
 "�.	0 �B �D"�. �D.��
: $<;J���D���#�9� � �  � i ������&�'2��1 �m�h6���'�'2��	 �!?�	�	#ABE@H4W NPC N E H4?BW#��� ��1�� '2's67�(� /�3"���!�2/ �����V������&�'2��1 �"/�'�0 '��
��	
��� ��1�� '2's67�(� /(3����K�2/4�����.����'2LG�����"/ ��/(	 � �<W 	 � A E H4W NPC N E H4?BW#���9��1�� '2's67�(� /(3����K�2/4�����V�(���"&�'���1 6�� /4'��
��	
����'m� ��3��V67�(��/�3��
�P�2/4�����V����'2LG���2��/t)

\��"�K�����m�j67�(���G����� ���4�+N"��6I�����h/��"��1 ‖ · ‖ � /(	 �+1��W�������g/��"��1 ‖ · ‖ Rh���m67�4�m��ABE@J T � C N � 	 ?qRh�w���4�����
N��
6I�����K/�����1 v����(� �j�2�jRh���267� ���W���m� �(���

‖Ax‖ ≤ ‖A‖ · ‖x‖ �����j��'�'
x ∈ � n, A ∈ � n×n )

JK���m�j6M�"/(	G�����2��/4�2�!���"�h�M��� 1���'2�V��� ���m� �$��	gRh����/4���(�V1�� �����w�g/�����1 �m�h��/$	GL(6M�
	4&%0 �����VN"��6I�����K/��"��1 )
: $<;J���D���#�9� � � 5 � JK��� ABE@HIW@NPC N E@HOHZY J � ?DG κ(A)

� �9�+1�� �����w�g�2�!�����V/�L�1�&T���

κ(A) =

{

‖A‖‖A−1‖ �w�
A

�2�K�2/�N��������2&�'2�V� /(	
+∞ ��'2����)

�+$&8;%K��� � �O�#� '2RK�S0����(�SN�� ‖I‖ = ‖AA−1‖ ≤ ‖A‖‖A−1‖ = κ(A)
) \��"�!�2/(	GL$6M��	 1��W��������/(����1��������m�

�21+�('��2���
κ(A) ≥ 1

�����h��N�����0
A ∈ � n×n )

Rn<>%K8 :J*�$ � rt�M� A
&$�V������' v���0�1�1+�������26#��/(	4�$�%�-�����2N���nb	G� �(/������#Rh����� ���23���/%NW��'�L��
�

λ ����� = λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn = λ ��� � > 0.

JK����/ RP���$�SN�� ‖A‖2 = λ �����
) k��2/(6M�������O1�� �����w�

A−1 �(�"�����23���/%NW��'�L��
�
1/λ1, . . . , 1/λn

RP� �$/(	
‖A−1‖2 = λ ��� � � /(	 ����L(�K�����.6M�"/(	G�����2��/4/�L�1�&T���h���

A
�2/ d n /(����1 �2�

κ(A) =
λ �����

λ ��� � .

! $&8;8G%b� � � ��� ?RC Ax = b
� H4W

A(x + ∆x) = b + ∆b
��� �
�KY J ?

b 6= 0
� � �Z?DH

‖∆x‖
‖x‖ ≤ κ(A)

‖∆b‖
‖b‖ .

 GVEXE"!#�q�b�
A

�m�K/�� �K�2/%N"�������2&�'2�q�����#���23��%�K�(� /(	g�-�m	G�#� �u�����#�2/���i%L(��'����F0��m�
+∞ � /$	 ��N�����0%�����2/�3 �2�h6�'��
� �
)

�q���(����Rh�2���#RP�#�(�SN"�
‖b‖ = ‖Ax‖ ≤ ‖A‖‖x‖ : � ) 1 H

1�M



� /$	
A−1∆b = (x + ∆x) − A−1b = x + ∆x − x = ∆x.

JK����������������R!�#3��M�

‖∆x‖
‖x‖ =

‖A−1∆b‖
‖x‖ ≤ ‖A−1‖‖∆b‖

‖x‖ ≤ ‖A‖‖A−1‖‖∆b‖
‖b‖

Rh�����������(�V'2�"�F�h�2/���i%L(��'����F0 �m�j��6M��/$�-��i"L(��/(6������V: � ) 1 HM)
JK����������N����"L(�,'2��1�1�� 3"�SN���� / L��(�$���!&T��L(/(	 �"/ ���WR 1 L(67�����(������'2LG���2��/g� �_��������i%L(�W�����"/

Ax = b6���/�67�(� /�3"�h�w�z�����j����3"�"���$� /(	����2	G�q�2����'2��3"�"��'�0 �$���-��L���&$�
	_)9JK���j������L�'w�,�����WRj� ���(�W�������j������&('���1 �m��R!��'2'
6M�"/(	G�����2��/��
	 ��� �����.6���/(	G�����2��/4/�L�1�&T���

κ(A)
�2�h��1�� '2' )�JK����������1 � ) � &T��'2�WR 3��2N��
�K�+���21+�2'm� �K���
�-L('w�K�����

�T������L���&(�W�����"/�� �,�����+1��W�������
A

�2/(�F�����"	�� �9������N��
6I���"�
b
) \��"�q�����+���������,RP� Rh��'2'{/����
	����������"'�'2�WRh�2/�3

'2��1�1���)
! $&8;8G% � � O � � ! A ∈ � n×n �#� C N�� � ? � ‖A‖ < 1

NPH �@H � NPH4W YZA ?BW J��@C GKN	�/H4E@GKJ � C � ?RH I+A
N���NPHZ=@?DGKC N � 	 ?�@HIW

‖(I + A)−1‖ ≤ (1 − ‖A‖)−1.
 GVEXE"!#�q� ����� ���(�������m� /(3�'2���2/���i"L$� '2�w�F0 R!�#3����

‖x‖ = ‖(I + A)x − Ax‖
≤ ‖(I + A)x‖ + ‖ − Ax‖
≤ ‖(I + A)x‖ + ‖A‖‖x‖

� /$	 ���%L$�
‖(I + A)x‖ ≥

(

1 − ‖A‖
)

‖x‖
�����h��N�����0

x ∈ � n ),k��2/(6M�#�����m�K��1���'2���
�
(I + A)x 6= 0

�����h��N�����0
x 6= 0

v�� /$	 ����L(�!�����V1�� �����w�
I + A

�m�
�2/%N"�������2&�'2��)

oj�WR '����
b 6= 0

� /(	
x = (I + A)−1b

)�JK����/

‖(1 + A)−1b‖
‖b‖ =

‖x‖
‖(I + A)x‖ ≤ 1

1 − ‖A‖ .

k��2/(6M�#�����m�h�2�!����L(�����"�q� '2'
b 6= 0

vGR!�V�(�SN"�

‖(I + A)−1‖ = sup
b6=0

‖(I + A)−1b‖
‖b‖ ≤ 1

1 − ‖A‖ .

JK���m�j6M�"1���'������
�!�����V������� �F)
l E�$&�C�/$&8 � � 0 � �=�9���������#�9������, ��AnI ! R � ��� ?RC x

�RE�	 =@?/C��Z? ? �RY �@C N E@H �
Ax = b

� H4W
(A + ∆A)(x + ∆x) = b.

� �
�KY J7?%C � �@C
A
N��%NPHQ= ?RGKC N � 	 ? � NPC�� ‖A−1‖‖A‖ < 1

NPH �RE@J7?�NPHIW@YZAB?BW7J��@C GKN	�1H4E@GKJ�� � �Z?DH �!? � �@=@?
‖∆x‖
‖x‖ ≤ κ(A)

1 − κ(A) ‖∆A‖
‖A‖

· ‖∆A‖
‖A‖ .

 GVEXE"!#�q�U� �(/(	
(A + ∆A)∆x = b − (A + ∆A)x = ∆A x

� /$	 ���%L$�
(I + A−1∆A)∆x = A−1∆A x

)����-�2/�3�'2��1�1�� � ) f R!�V6�� /4Rh���w���

∆x = (I + A−1∆A)−1A−1∆A x

� /$	 R!�V3����

‖∆x‖ ≤ ‖(I + A−1∆A)−1‖‖A−1∆A‖‖x‖ ≤ ‖A−1∆A‖
1 − ‖A−1∆A‖‖x‖.

1 4



k��2/(6M�
‖A−1∆A‖ ≤ ‖A−1‖‖∆A‖ = κ(A)

‖∆A‖
‖A‖� /$	g����/$6M�#���(�V1����

x 7→ x/(1 − x)
�2�h�2/(6����
������/�3+��/g���(�V��/%������NW��'

[0, 1)
RP�#3"�M�

‖∆x‖
‖x‖ ≤

κ(A)‖∆A‖
‖A‖

1 − κ(A) ‖∆A‖
‖A‖

.

JK���m�h�m�!�����V����i%L��2���
	 ������L�'���)

� ��� �  6,�� � � �B �
k%�7� &��2'����F0 ���u� /4� '23�����������1 1����"�-L(���
�,���WR �-L(��6M���G���2&�'2�����h�2�!��� ����L(/(	G�2/�3 ���������7���G6�6ML������2/�3+	GL�����/�3 ���(�
6M�"1���LG��� ���2��/s) �p/����(�2�P�-�
6I���2��/�R!�jRh�2'�'(�����9�������(�7�F�9����1���	G�2�-���2/�3"L��2����&$���FRP����/������ ABE@J T4Y CF?BW�GV?#�KY 	 C(�"�
���M��L(��/��
	+&%0+�V6M�"1+�(LG������� /(	+�����/? � �<ADC)GV?#�KY 	 CGRh���m67��RP�"L�'2	 &T�h�����q1�� ������1��W���m6���'�'20�6��������
6I���-�"'�L����2��/
� � ���(���(���"&�'���1 )
: $<;J���D���#�9� � � L � i�����L�1��VRP�#RK� /%�K����/�L�1������26�� '2'�0g6�� 'm6ML('2� ���V�+NS��'�L(�

y = f(x)
v$&�LG�h���(�.� '23�����������1

���M��L(��/(�q���(�+6���1���LG����	�������L�'��
ŷ 6= y

Rh�(�267��6�� /O&$�+��������������/%���
	����q�����+�M����6M�q�21���3��
ŷ = f(x̂)

� �,�
	G���T������/%���2/���LG��NS��'�L(�

x̂
)�JK����/

∆y = ŷ − y
�m��6�� '2'2��	4���(� !DE G � �@GVW ?RGKGVE@Gj��/(	

∆x = x̂ − x
�m��6�� '2'2��	

���(� � �<A�� � �@G W1?RGKGVE@GI)

y = f(x)

∆x

∆y6���'26�L�'m�W���
	

ŷ = f(x̂)

�M���"6I�

��/(��LG��	�� ���
���
�-L�'����x

x̂

�M����6M�

�b�
x̂

�m��/�� ��L�/�� i%L��4������/ R!� 67�����"��� ����� ��/��4Rh���m67� ������L�'����+��/ 1���/(��1�� ' ‖∆x‖ ) J,0����m6���'�'20 RP�
6M�"/(���2	G���!�����7GV?�	 � C NP=@? � �<A�� � �@G W1?RGKGVE@G ‖∆x‖/‖x‖ � /(	 �����7G ?#	 � C NP=@? !DE@G � � GVW1?RGKGVE G ‖∆y‖/‖y‖ )l E�$&�C�/$&8 � � k � � E@G%C � ?�T4GVE � 	 ?RJ � ��� �!? � �@=@?

GV?�	 � !DE G � �@GVW	?RGKGVE@G ≤ κ(A) · GV?�	 � � �MA�� � �@GVW	?DGKG E@G .
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fl:
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(+F�F���8 :����#�9��F � JK������� �m�����$� �7� 1��M�����
εm > 0

: ����� J �<A � NPH4? ? T �BN�	UE@H%H+��L(67� ���(�W�+���(�g���"'�'2�WRh�2/�3
6M�"/(	G�����2��/(�K�(��'m	_)
i 1 � \����h��'�'

x ∈ � ���������#�2/�� /
ε ∈ (−εm, +εm)

Rh�����

fl(x) = x · (1 + ε).

i d � \����K�
��67�4���T���7�W���2��/ ∗ ∈ {+,−, ·, /} � /$	 ��N�����0
x, y ∈ F ���(�������2/�� /

ε ∈ (−εm, +εm)
Rh�����

x ~ y = (x ∗ y) · (1 + δ)

Rh�������
~

	G��/�� �����!���(�.6M��1���L�����	4N"���7�-�2��/g� � ∗ )

: $<;J���D���#�9� � � 
 � iq/ ��'�3"�����w����1 v��2�j6�� '2'��
	 � �<A�� � �@GVW �KC�� � 	U?K�w� ���(�V����'2� ���2N��#&(��67
�RK� �7	����������h��� ���m� �$���
‖∆x‖
‖x‖ = O(εm).
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	GL����j6���'�'2��	 � �MA�� � � GVW ?DGKG E@G � H ��	 � �BN��I)�p/ � �(�7�F�P�-��������/��j�����WRj� ���$�W�������q� '23��"�������(1 ��/ i%L��
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� �!���"L�/(	G�2/�3 ���������7��6�� /Q&$����������������/%����	U���V� �-1���'�'9�T������L���&(� ���2��/

∆x
���P������������3"��/$� '{������&�'2��1 )��p/

���(���-�
6M�"/(	 �F��������/(�VL(�-�
�h������L�'w�7�h'2��
"�#������������1 � ) 4+��&$�"LG�h���(��6M�"/(	G�����2��/��2/�3�� �{�����.������&�'2��1 :�Rh���m67�
	G�����j/�� ��	����T��/(	 �"/ ��������'�3"�����w����1 L$�-�
	(HP��� �����WR ���(� �j���(�V������R!����	g���������h�m�j� 'm�-� ��1�� '2' )KJu��3����������
���(�����.�F�����(�h�����WR ���(�W�K�����.6���'26�L�'2� ���
	 ������L�'��j�2�h6�'��%�-�����(�#�����V���G�"6I�h������L�'w�
)
! $&8;8G%b� � o � � �Z? A � 	 ARY 	 �@CF?BW��KY � C G��<ADC N E@H 	 N�� � �MA�� � �@GVW �KC�� � 	U? �
 GVEXE"!#��JK���#�M���"6I�h���
�-L('w�h� �9���-L(&G���7��6M���2��/ �m�K3��2N���/g&�0

f(x1, x2) = x1 − x2
vG�����V6���1���LG����	4���
�-L('w�h�m�

f̃(x1, x2) = fl(x1) 	 fl(x2)
)��q����/�3 �"����L�1��G�����"/4i 1 R!�#3����

fl(x1) = x1(1 + ε1)
��/(	

fl(x2) = x2(1 + ε2)

Rh����� |ε1|, |ε2| < εm
)��q����/�3��"����L�1��G���2��/ i d R!�#3����

fl(x1) 	 fl(x2) =
(

fl(x1) − fl(x2)
)

(1 + ε3)

Rh������� |ε3| < εm
)�JK���m�h3��2N��
�

fl(x1) 	 fl(x2) =
(

x1(1 + ε1) − x2(1 + ε2)
)

(1 + ε3)

= x1(1 + ε1)(1 + ε3) − x2(1 + ε2)(1 + ε3)

= x1(1 + ε4) − x2(1 + ε5)

Rh�������
ε4 = ε1 + ε3 + ε1ε3

� /(	
ε5 = ε2 + ε3 + ε2ε3

���W���m�-��0 |ε4|, |ε5| ≤ 2εm + O(ε2
m) = O(εm)

���"�
εm → 0

)
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x =

(

x1

x2

)

, x̂ =

(

x1(1 + ε4)
x2(1 + ε5)

)

, ∆x = x̂ − x

� /$	 R!�V3���� ‖∆x‖2 =
√

ε2
4x

2
1 + ε2

5x
2
2 ≤ O(εm)‖x‖2

)�JK���m�j6M�"1+�('��������!�����V������� �F)

�+$&8;%K���>F � 1 HhJK������&$�WN"���(����� �{�m�q� 6������VRh�������#�����
x̂
�����"1 ����� 	G� �(/������2��/���� �����.&(�"67
�R!����	g�������"�

�m��/�� �gL�/�� i"L(��'20 	G��������1���/(��	_) �PL��g�-�2/(6���RP���������"/�'�0 ��/%�������
�F����	 �2/ �����
x̂

Rh�(�267� 1���/(��1��m�-�
�������
&(�"67
%RK� �7	g�������"��v�R!�.6���/�67�����"���.� /�0

x̂
Rh���267��3"��N"���K�����.������L�'�� ‖∆x‖2 ≤ O(εm)‖x‖2

)jJK��� 
F������' �
x̂6���/g�"/�'20 &$�V&T�M��������)

d HKk��21���'m� �h�(����� �<�h�����WRVv����(�W�K���(�V���T���7�W���2��/$� ⊕ v � � /(	 � � ������'2����&(��67
�RK� �7	 �F�7� &�'2��)
� H�*����%���<�!� �s&(�"67
%RK� �7	��-��� &(��'2�w�F0��$�SN��h���+��/(� '20G�-�q��������/ �(L���/$6M��� �t����L�/$	G��/(3����������7��� /(	 ����L(�K� ���

� '2RK�S0��P&(�"�-�
	 ��/g��L��h�"����L�1��G���2��/$�Pi 1 ��/(	 i d ��&$�"LG�j6M�"1+�(LG�����K���������(1+�����m6 )�k��2/(6M��������0�����/(	 ���+&T�
'2��/�3�&�LG�j/(� �q	G� � 6ML�'��jRP�#�"1+���j1��"�-�h� � �����
�-�#������� �<�K�2/g�����.6M�"L��7�-�")
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Rn<>$=�/�=��F�$.F
1 H c �����%�-�V�+1��W������� /�����1 ��/(	g6�� 'm6ML�'m�W���������.6���/(	G�����2��/4/�L�1�&T���h���u�����V1��W�������

A =

(

ε 1
1 1

)

�2/g�����m�h/�����1 )
d H!rt�M� x

&T�.�+����'2LG�����"/g���
Ax = b

� /(	g'����
x̂
&$�.������'2LG���2��/4� �

(A + ∆A)x̂ = b + ∆b
)�k����WR ���(�W�

‖x̂ − x‖
‖x‖ ≤ κ(A)

1 − κ(A) ‖∆A‖
‖A‖

·
(‖∆A‖

‖A‖ +
‖∆b‖
‖b‖

)

.
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� �������	��
 �

� � 	G� � � 	 � � 
 �B� ��� � � � � � �	� � � 	

�p/ ���(�2��67�(� �������qRP�.��/(� '20G�-�#�����.���"'�'2�WRh��/(3+�(���"&�'���1 �P3"��N"��/
A ∈ � n×n � /$	

b ∈ � n v �$/(	�� /
x ∈ � n��L(67� ���(�W�

Ax = b
)�JK�(�2�h�m�!���(�V�����"&�'2��1 R!�V	G��/������ : kGr>XPHM)

�U������������/%������N"���7� 't1��������G	��q���4�-�"'�N"�#�����m�������"&�'2��1 )qJK����6M�"1+1��"/��2	G�
� �m�j���g����'2�w������� 1�� �����w�
A

�2/%��� ���21+�('����q1��W�����m6M�
�
M

��/(	
N

�"�
A = MN

��/(	 ��� �-�"'�N"� �(�7�F�j����� ��0G�F����1
My = b

� /(	4������/
Nx = y

)�JK�(��������L�'��h�2�j�+N"��6I�����
x
Rh�����

Ax = MNx = My = b
� /(	 ����L(�hR!�#�(�SN��#����'2N���	 kGr�Xj)

� ��� ��,/81*#* �D,�.�� � �R( �R.1,  �D"�.
V � L$�����2��/���'2��1��2/(�W�����"/ �m��������1+�%�F�K6M�"1+1��"/�'�0�
�/��WRh/�1��M�����G	����+����'2N��q��0G�F����1��P� �s'2��/��
� �!��i%L(� ���2��/(��)
JK���V1��W������1�� ���m6�� '_&$��67
�3�����L�/$	�� � �����.��'�3"�����w����1 �m�!�����#���"'�'2�WRh��/(3 �������"����1 )
: $<;J���D���#�9� O �  � il1��W�������

A ∈ � m×n �2�������2	g��� &$� YXTMTZ?DG�C GKN �@H 
 Y 	 �@Gh���
aij = 0

������� '2'
i > j

� /$	
	 E �!?DG C GKN � H 
MY 	 �@Gq�w�

aij = 0
���"����'�'

i < j
)Vil�����m� /(3�L�'m� ��1�� �����w���m����� �m	 ���g&T�1Y HQNPCs�����m� /�3"L�'m� �q���P��'�'

	G�m� 3"��/(��'T��/%�������
�h� ������i"L$� 'z��� 1 )
: $<;J���D���#�9� O � 5 � JK�(� j � h T4GKNPHIADN T ��	 �BY � SFJ��@C GKN	�����P�g1�� �����w�

A ∈ � n×n �m�������+1��W�������
Aj ∈ � j×jRh�����

(Aj)kl = akl
���"�

1 ≤ k, l ≤ j
)

l E�$&�C�/$&8 O � � � !	��
 %K�H���9���#F�%K��������� � �
� � ?DC A ∈ � n×n � ? � J��@C GKN	� �KYZA
�OC � �@C
Aj N�� NPHQ= ?RGKC N � 	 ?!DE@G

j = 1, . . . , n
� ��� ?RH C � ?RGV? N���� Y HQN �DYZ? !#�MARCFE@GKN����@C N E@H

A = LU
� �Z?DGV?

L
N�� Y HQNPC 	UE �!?RG�C GKN � H 
MY 	 �@G

�@HIW
U
N��%H4E HZS��KNPH 
MY 	 �@G YXT<T ?RG C GKN � H 
MY 	 �@G�� � � � ! Aj N�� �BNPH 
 Y 	 �@G !DE@G/E H4? j ∈ {1, . . . , n} C��Z?DH C��Z?DGV?�N��H4E��KYZA ��!#�MARC E GKN��#� C N E H �

JK��������'2'2�WRh��/�3����m6I��L�����3"��N"���K��3��7� �(���26�� 'z��������������/%��� ���2��/ ���u�����.rt�jn �<�"6I�������2���W�����"/s)

*

A

=
0

*

L

.

0

*

U

 GVEXE"!#���"Ht�U�PL(���K�q������� ��&�0V�2/(	GL(6M���2��/ �s�b�
n = 1

R!�!6�� /����M�
L = (1) ∈ � 1×1 � /(	

R = (a11) ∈ � 1×1���V3"�M�
A = LU

){k��2/(6M�
L
�m�{���(�j��/�'20�L(/��w�P'��WR!���{�����m� /�3"L�'m� �

1×1
n 1��W�������V���(�h�<��6M�������m��� ���2��/+�2�9L(/�� i%L��")

oj�WR '2�M�
n > 1

��/(	�������L�1��V���(� ��� /�041��W�������
A ∈ � (n−1)×(n−1) 6�� / &T��L�/�� i%L���'20g�<��6I�������2����	4�2/

���(������i%L��2����	����"��1
A = LU

��� ��'�'z�����!������/(6����('��V��L�&Gnb1�� �����26����!� ���q�2/�N��������2&�'2��){�U��Rh���w���
A ∈ � n×n �"�

A =

(

An−1 b
c∗ ann

) : f ) 1 H

d 1



Rh�������
An−1 �m�������

(n − 1)th
������/$6M�2��'�����L�&Gnb1�� �����w�����

A
vs��/(	

b, c ∈ � (n−1) � /$	
ann ∈ � � ���.���(�

����1�� �2/��2/�3�&�'��G67
G��) �U�.� ����'�����
��2/�3+�����j� �<��6M���"���m��� ���2��/g� �t�����#������1

A =

(

L 0
`∗ 1

) (

U u
0 η

)

=

(

LU Lu
`∗U `∗u + η

) : f ) d H

Rh�����
L ∈ � (n−1)×(n−1) L�/���� '��WR!���������m� /�3"L�'m� �
v

U ∈ � (n−1)×(n−1) �2/�N����-����&�'2� L����T���������m� /(3�L�'m� �
v
`, u ∈ � n−1 � /(	

η ∈ � )9�O�.6���1��(�����������V&('��G67
G�K� �.: f ) 1 H!� /(	Q: f ) d H7)�!0������!��/$	GL(6I�����"/���0��$�������
�-�m�
L
��/(	

U
Rh�����

An−1 = LU
�M�G�m�F�9� /$	.� ���,L�/(� i%L��"){k��2/(6��,�����P1�� �����w�

L
�2�K�2/�N����-����&�'2�������V6���/(	G�����2��/

Lu = b
	��M������1��2/����h�+L�/(� i%L��VN"��6I�����

u
)�k��2/(6��

U
�m�K��/�N"�������2&�'������������#�2�

� /gL�/�� i%L���'20 	G��������1���/(��	
`
Rh�����

U∗` = c
� /(	 ����L(�

`∗U = c∗
) \ ��/$� '2'�0������V6M�"/(	G�����2��/

`∗u + η = annL�/�� i%L���'20�	G��������1��2/����
η ∈ � ){JK���m�9�-���WRj�u���(�W�{���(�h����i"L(������	.�<��6I�������2���W�����"/.���"�

A
���G�2�-���{� /$	��m�{L�/�� i%L���)

k��2/(6M�
0 6= det(A) = 1 · η · det U

���(�VL����T���h�����m� /�3"L�'m� �!1�� �����w�g�2�h/(��/Gnp�-�2/�3"L�'2����)
&$H iq����L�1��K���(� �

A
�$���9� /�rt�jn �<�"6I�������2���W�����"/�� /(	+'2�M�

j ∈ {1, . . . , n} ) JK����/ R!�h6���/ Rh���w���
A = LU�2/4&('��G67
����"��1 �"�

(

A11 A12

A21 A22

)

=

(

L11 0
L21 L22

) (

U11 U12

0 U22

)

=

(

L11U11 L11U12

L21U11 L21U12 + L22U22

)

Rh�������
A11, L11, U11 ∈ � j×j )9�O�V3"�M�

det(Aj) = det(A11) = det(L11U11) = det(L11) det(U11) = 1 · det(U11) 6= 0

� /$	 ���%L$�
Aj �2�K/(��/Gnp�-�2/�3"L�'2����)

Rn<>%K8 :J*�$ � JK��� 1��W�������
A

6�� /Q&T� 6M�"/%N"�������
	��2/%����L����T���������2��/�3�L('2���#���(���$� &�0O1�L�'����2��'20%�2/�3�'2�WRP���
�����m� /�3"L�'2���K1�� �����26����P������1 �����V'2�M� ��)�rt�M�h���"�h�M��� 1���'2�

A =





2 1 1
4 3 3
8 7 9



 .

JK����/gR!��6�� /46M�����W��� $������"�P��/ ����� �(�7�-�h6���'2L�1�/ &T��'2�WR ���(�#	��2��3���/$� 'T&%0 ��L�&G�����"6I����/�3+1�L('w������'2���K���s���(�
�(�7�F�h���WR ������1 �����V� �������h���WRj��)u�p/ 1��W������� /������W�����"/ �����m�j6���/g&T�VRh�����-����/����

L1A =





1
−2 1
−4 1



 ·





2 1 1
4 3 3
8 7 9



 =





2 1 1
0 1 1
0 3 5



 .

[h���$�
�W���2/�3+���(�2�K���"�K�����.����6���/(	46M�"'�L(1+/ 3"��N"���

L2L1A =





1
1

−3 1



 ·





2 1 1
0 1 1
0 3 5



 =





2 1 1
0 1 1
0 0 2



 .

�U�g�(�SN"� ���"L�/(	 '��WR!���������2��/�3�L�'m� � 1��W�����m6M���
L1

� /$	
L2

� /$	 � / L����T���+�����m� /�3"L�'2����1��W�������
R

Rh�w���
A = (L2L1)

−1R
)�JK��������'2'��WRh�2/�3�'���1�1��+����'��$�K����6���'26�L�'m�W���

(L2L1)
−1 = L−1

1 L−1
2

)

! $&8;8G% O � O � � � � ?RC L = (`ij) � ?�Y HZNPC 	UE �!?RG%C GKN � H 
MY 	 �@G � NPC �	H4E HZS �
?DG E ?DHQC GKN ?#� � ?�	 E � C � ? W@N � 
<E H ��	E@H 	 � NPH A E 	 Y J H k

����� ?RH
L−1 N�� ��	 �DE Y HQNPC 	 E �!?RG�C GKN � H 
MY 	 �@G � NPC � H4E HZS �

?DG E ?RHZC GKN ?#� � ?#	UE � C��Z?�W@N � 
<E H ��	E@H 	 � NPHOABE 	 Y J H k
�@HIW �!? � �@=@?

(L−1)ik = −`ik
!DE@G���	�	

i > k
�

� � � ?DC A = (aij)
�@HIW

B = (bij) � ? Y HZNPC 	UE �!?RG7C GKN � H 
MY 	 �@G n × n
J��@C GKN AB? � � �Z?DGV?

A
� � �7H4E HZS

�
?DG E ?DHQC GKN ?#� � ?#	 E � C��Z? W N ��
 E@H � 	 E H 	 � NPH A E 	 Y J H � 1, . . . , k

� H4W
B

� ��� HIE@HQS
�
?RGVE ?RHZC GKN ?#� � ?�	 E � C � ?W@N � 
<E H � 	 E H 	 � NPHOABE�	 Y J H � k + 1, . . . , n

� ��� ?RH
AB

N���Y HQNPC 	 E �!?DG C GKN � H 
MY 	 �@G � NPC �
(AB)ij = aij

!DE@G
j ∈ {1, . . . , k} �@H4W

(AB)ij = bij
!DE@G

j ∈ {k + 1, . . . , n} �
 GVEXE"!#���"H 2 L�'����2��'20���/�3

L
Rh�w��� ���(�#��L�3"3����-���
	���/�N"���7�-��3��2N����,���(���m	G��/%���w�F0")9&$Hjg��2���
6I�h6�� 'm6ML('2� ���2��/s)

d�d



Rn<>%K8 :J*�$ � \(���K���(�V1�� �����26����
L1

��/(	
L2

������1 �����V������N����"L(�!�M��� 1���'2�#RP�#3"�M�

(L2L1)
−1 = L−1

1 L−1
2 =





1
2 1
4 1



 ·





1
1
3 1



 =





1
2 1
4 3 1



 .

JK��L(�KR!�����"L�/(	g���(�
LU

n �<��6I�������2���W�����"/




2 1 1
4 3 3
8 7 9



 =





1
2 1
4 3 1



 ·





2 1 1
1 1

2



 .

JK�������
67��/�� i%L�������6M�"/%N"�����
A

�2/%����� /4L����T���K�����m� /�3"L�'2���K1�� �����w� &�0 1 L�'����2��'�0��2/�3�'��WR!���P�����m� /�3"L�'2���
1��W�����m6M�
�K'��
��	��!��� �����#����'2'2�WRh��/�3���'�3"�����w����1 �
(+*#,9�9�/�D��E�8 ! � � ! ��� A %C�����9�/��F�%'���#�9��� ��2/���LG� �

A ∈ � n×n Rh�w���
det(Aj) 6= 0

�����
j = 1, . . . , n��L�����LG� �

L, U ∈ � n×n Rh�������
A = LU

�2�!�����.rt�jn �<�"6I���"���m���W���2��/g� �
A���

U = A
v
L = I��� A �9�

k = 1, . . . , n − 1
���

��� A �C�
j = k + 1, . . . , n

���
� �

ljk = ujk/ukk���
(uj,k, . . . , uj,n) = (uj,k, . . . , uj,n) − lj,k(uk,k, . . . , uk,n)

��� $&���;A �9�
� � $&���;A �C�
�+$&8;%K���>F � rt��/(�+� � �9���(�+��'�3"�����w����1 �-L�&����7��6I�7��� 1�L�'����2��'2��� ��'2��/��

k
������1 '2��/��

j
vs6���L(�-�2/�3

ujk = 0Rh�������"LG� 67�(��/�3��2/�3q6���'2L�1�/(�
1, . . . , k−1

)tJK�(�2� 6M�"���������$�"/(	��z���q1 L�'w�����('��m6�� ���2��/.Rh�����+�h'��WR!���s�����2��/�3�L�'m� �
1��W�������

Lk
���K�2/ �����V�M����1+�('��V� &T�WN��") JK��L(�h� � �����K�����V'2����� ��/(	G�2/�3��2/g'2��/(� M �m� �(/��m�-�(��	_vG�����.6ML(������/%�

NW� '2L��#� � �����V1�� �����w�
U

�m�
Lk · · ·L1A

� /(	4���j�(��� $������"�!&T��'2�WR ���(�.	G�2��3��"/(� 'z�2/ 6���'2L�1�/(�
1, . . . , k

)
k��2/(6M�q������������/$6M�2�(� '_��L�&Gnb1�� �����26����

Aj ������/���/Gnp����/�3"L�'m� �P��/(	�������1�� �����26����
Lj

� ���qL(/��w�!�����m� /�3"L�'2���
R!��3"�M�

det(Lk · · ·L1A)k+1 = det Ak+1 6= 0� /$	 ����L(�KRP�V�$�SN��
ukk 6= 0

�2/ '��2/�� f )�rs��1�1�� f ) f �-���WRj�!���(�W�h�����.� '23��"�������(1 6�� 'm6ML('2� �����!�����.6M�"������6M�
��/%����0

ljk
���"�K�����V1��W�������

L = (Ln · · ·L1)
−1 )

JK���9'm���-�s1��2���-�2/�3h&�L(��'m	G�2/�3j&�'2�G67
h�����_����� V ��L(�����m� /���'2��1��2/(�W�����"/V1+�������G	#�m�z���(�9����'2'��WRh�2/�3h� '23��"�������(1
��������'2N��V��0��-����1��K� �u'2�2/������h��i%L(�W�����"/(�KRh����/g�����V6M����� 6�����/"�j1�� �����w� �m�!�����m� /�3"L�'2����)

(+*#,9�9�/�D��E�8�� I �]-J%K��� F���-�F������������#�9��� ��2/���LG� �
U ∈ � n×n /(��/Gnp�-�2/�3"L�'2����v%L����T���j�����2��/�3�L�'m� �h��/(	

b ∈ � n��L�����LG� �
x ∈ � n Rh�����

Ux = b��� A �9�
j = n, . . . , 1

���
���

xj =
1

ujj

(

bj −
n

∑

k=j+1

ujkxk

)

��� $&���;A �C�
�+$&8;%K���>F � 1 HKk���/$6M� U

�2�!�����m� /(3�L�'m� �KR!��3"�M�

(Ux)i =
n

∑

j=i

uijxj

= uii

( 1

uii

(

bi −
n

∑

k=i+1

uikxk

)

)

+
n

∑

j=i+1

uijxj

= bi.

d �



JK��L(�!���(�.� '23�����������1 �m�h6M�"������6M��)
d H JK���j6��������
�-�T��/$	G��/(3�� '23��"�������(1l���.����'2N��

Lx = b
Rh�������

L
�m�9��'��WR!��� �����m� /�3"L�'2���{1�� �����w�+�2�96�� '2'��
	

!DE@G � � GVW �BY � �KC NPC Y C N E@H()
c ��1 &��2/���/(3.� '2'(��L(�,�������(����� ���2��/(�{R!�j3"�M������� V � L$�����2��/���'2��1��2/(�W�����"/ � '23��"��������1 ��������'2N��K�����q�(���"&Gn

'2��1 k�r>X �
(+*#,9�9�/�D��E�8�� R ��� %K��F�F���%K� $&*��#8;����%'������� � ��2/���LG� �

A ∈ � n×n Rh�w���
det(Aj) 6= 0

�����
j = 1, . . . , n��L�����LG� �

x ∈ � n Rh�����
Ax = b��� �(/$	 �����.rt�jn �<�"6I�������2���W�����"/ � �

A��� ����'2N��
Ly = b

L(�-�2/�3+������RK� �7	 ��L�&(�-������LG�����"/
��� ����'2N��

Ux = y
L(����/�3�&(�"67
 ��L�&(�-������LG�����"/

JK���V������L�'��j� � �����m�j� '23��"�������(1 �2��� /
x ∈ � n Rh�w���

Ax = LUx = Ly = b
� /(	g����L(�h��������'�3"�����w����1

3��2N��
�P�����.6��������
6I�K���
�-L�'���)

�����	��

���������������������	���������������! #"$��
&%'%'�(���*)#�+���,���&�-�.�����

! $&8;8G% O � 0 � � �Z? ��/ S !#�<ADCFE@GKN���� C N E H � 	 
<E GKNPC�� J � ����ABE J TIY C�� C N E H ��	)ABE �KC

C(n) =
2

3
n3 +

1

2
n2 − 7

6
n.

 GVEXE"!#�q�U� �(�SN"�.���g6M�"L�/%�������+/%L(1�&T����� � �(�%�W����/�3g�$�"��/%�#���T���7�W�����"/(�j�2/������+ru�hn �<��6M�������m��� ���2��/�� '23���n
���w����1 )�rs�2/��#������i%L��2���
�

(n− k + 1)
1 L�'����2��'��m6�� ���2��/(�K��/(	

(n− k + 1)
��L�&G�����"6I�����"/(��v%� ) �")

2(n− k + 1)���T���7�W�����"/(��)Prs�2/�� f 6���/%�����2&�LG���
�h��/(�.	G��N��m�-�2��/t)!JK��L(�K������'2�������-��� �����2/�3 � �j'��2/�� � /�����	��
(n − k)

(

1 +

2(n − k + 1)
) �"�$����� ���2��/(��) c ��/(���2	�������/�3+�����V��LG�����K'2�%�"�4�����#��� ����'_/�L�1�&T���h��� �"�$����� ���2��/(�!�m�

C(n) =

n−1
∑

k=1

(n − k)
(

1 + 2(n − k + 1)
)

=

n−1
∑

k=1

2(n − k)3 + 3(n − k).

JK���.6�'2����1 ���"'�'2�WRj�!/��WR &�0g��/(	�L(6I�����"/s)

0m�9��%'������� � \��"� f, g : � → � �"�
f, g :

� + → � + R!�#Rh�������

f(x) ∼ g(x)
�����

x → ∞
���

limx→∞ f(x)/g(x) = 1
)�JK���2���21+�('��2���

f(x) = Θ
(

g(x)
) &(LG���m��� �F�����"/�3����q6M�"/(6M���G�����2/(6M�.R!� ��'2���

6M�"1��(� ���������P'2���"	G�2/�3�6���/(�-����/%����)t�q����/(3q�����2� /������ ���2��/.�����K6M'm� �21l� �������K'���1+1��q&$�
6M��1��
�
C(n) ∼ 2

3n3 )

! $&8;8G% O � L ��� E G � �@GVW �KY � �KC NPC Y C N E@H � H4W � �<A����KY � �KC NPC Y C N E@H � �@=@? ABE@J T4Y C��@C N E@H � 	#ABE �KC C(n) ∼ n2 �
 GVEXE"!#� c � 'm6ML('2� ���2/�3

xj
�2/�������&(��67
���L�&(�-������L����2��/ � '23��"��������1 /�����	��

2(n − j) + 1
�"�$����� ���2��/(��)�JK��L(�

���(�#��� �7� 's6��"�-�K�m�

C(n) =
n

∑

j=1

(

2(n − j) + 1
)

= 2
n−1
∑

k=0

k + n = n(n − 1) + n = n2.

il����1��2'2���j� ��3�L�1���/%�h� ���('��2���!���������.���w��L(�W�����"/g���t���"��RK� �7	 ��L�&(�-������LG�����"/s)
l E�$&�C�/$&8 O � k � 6 ��8 :J����%'���#�9��%K* �H��8 :J*�$.<>�D�@? �9A�� %K��F�F��#%K� RT*��#8;����%'������� � � ��� ? ��� � J TIC E C N AABE@J T4Y C��@C N E@H���	6ABE��BC�E"!%C � ?21 � ��	 
<E GKNPC�� J�N��/E !/E@GVW<?DG

C(n) ∼ 2

3
n3.

 GVEXE"!#��JK���m�h�m�h� /4��1�1���	G�m�W���.6M�"/(�-��i%L���/(6��#� �t�����V������N��2��L(�P�FR!�+'2��1�1�����)
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)����.����� ��������%'��% �! " � 
�%'% �����*)#�����,�+�����.�(���

l E�$&�C�/$&8 O � 
 � � �Z? � �<A��%�KY � �KC NPC Y C N E@H � 	 
<E GKNPC�� J+N�� � �<A�� � �@GVW%�KC�� � 	 ? ��C��Z? ABE@J T4Y CF?BW �RE�	 Y C N E@H
x̂���@C N�� � ?#�

(U + ∆U)x̂ = b
!DE@G��RE J ?/YXTMTZ?DG%C GKN �@H 
 Y 	 �@G%J��@C GKN	�

∆U ∈ � n×n � NPC��
‖∆U‖
‖U‖ = O(εm).

JK���K������� �$1���
����{��������/$�-�2N��KL(���K� �_�����-L�1��G�����"/(�h:<i 1 H{��/(	g: i d H9� &T��LG��6���1���LG������� ��������1��M���26h��/(	
R!� �"1+���#�w�V�������").�q����/�3g���(��������1 � ) �g� &T��L��������+6���/(	��w�����"/���/(3g���!kGr>X R!� 3"�M�V� /�L(���$���#&$�"L�/(	O��/
���(�V�������"�!�2/g�����.6���1���LG����	4���
�-L('w�h� �{&(�"67
 �-L�&$�F���w��LG���2��/ �

‖x̂ − x‖
‖x‖ ≤ κ(U)

1 − κ(U) ‖∆U‖
‖U‖

· ‖∆U‖
‖U‖ = κ(U)O(εm).

JK��L(�t�����P&(��67
�RK� �7	���L�&(�-������LG�����"/ �-�����.� � V � L$�����2��/V��'2��1��2/(�W�����"/.�m�t/�L�1������m6�� '2'20��-��� &('��!� /(	#�2/%������	�L(6M�
�
/���������&�'2��1 )�JK���V��� 1��#����'m	��!���"�K������R!����	g�-L�&$�F���w��LG���2��/s)

ef�/�C-J*�$&8 � rt�jn �<�"6I�������2���W�����"/U�m�./(� � &$��67
�R!����	Q�-����&�'�����JK���g���z��6I�+�2����'2'2L(�F����� ���
	 ��/ ����� ����'2'��WRh�2/�3
�M����1+�('��"){rt�M�

A =

(

ε 1
1 1

)

�����j����1��
ε > 0

)�JK����/
A

�(�"�h��rt�hn �<��6M���"���m��� ���2��/
A = LU

Rh�w���

L =

(

1 0
ε−1 1

)

, U =

(

ε 1
0 1 − ε−1

)

.

oj�WR �����-L�1��
ε � 1

)9JK����/
ε−1 �m�h� �%L(3���/%L(1�&T���h� /(	 �����#��������������/%�7�W���2��/����t����������1�� �����26����K�F��������	

�2/ ��6���1���LG�����hRh�2'�'s&T�V����L�/(	���	_)9JK���V1��W�����m6M�
�!1+�23��%�j&T�V��������������/%���
	 ���

L̃ =

(

1 0
ε−1 1

)

, Ũ =

(

ε 1
0 −ε−1

)

,

Rh���m67� �m�P6���1��(�W����&('���Rh�w���g������L�1��G���2��/�: i 1 H9��/ ���"L�/(	G�2/�3����������7��)s�O���(�SN"�
L̃ = L

��/(	
Ũ ≈ U

)��!LG�
1�L('w������'20���/(3������#�FR!� ����L(/(	G��	g1��W�����m6M�
�K3��2N����

L̃Ũ =

(

ε 1
1 0

)

= A +

(

0 0
0 −1

)

.

i ��1�� '2'q����L�/(	���/�3 ����������'2��	 ��� � 'm� ��3���	G���T������/(6M���2/ ���(��������L�'w��� JK�(���M��� 1���'2�������WRj�����$�W� ���"�
V � L$�����2��/g��'��21���/$�W���2��/���&$��67
�R!����	 �������"�h� /(��'�0G���2�KRh�2'�' v(�2/�3���/����7� ' vG'2����	g����������6���/(6�'�L$�-�2��/4���$�W�h���(�
�T������L���&$�
	4�����"&�'2��1 �m�K/�� �q6�'��%�-����� �����V�����23��2/(� 'z��/(��)

oj���������$�W�h���(�2�h�(���"&�'���1 �m�K/�� �j����'m�W����	 ���+�����.6���/(	��w�����"/���/(3+���u�����V1��W�������
A
)9�U�V�(�SN"�

A−1 = (1 − ε)−1

(

−1 1
1 −ε

)

� /$	 ���%L$�
κ(A) = ‖A‖∞‖A−1‖∞ ≈ 4

�����j��1�� '2'
ε > 0

� /$	 �����V1��W�������
A

�2�KR!��'2's6M�"/(	G�����2��/��
	_)

�!��6�� L(���K� �T�����m���2/(�-��� &(��'2�w�F0�������6M'm�����-�m6���' V � L(���-�m� /+��'2�21+�2/(� ���2��/�1��M���(��	��m�9/����,L(����	+�2/�/%L(1+�����m6���'
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x1, . . . , xk

L�/%���2'

‖Axk − b‖
‖b‖ ≤ ε.

\�����1 �����.6���/(	G�����2��/(��/�3����9kGr�Xl:�'2��1�1�� � ) � HPRP�#������/ 
�/��WR

‖xk − x‖
‖x‖ ≤ κ(A)ε

: �G) N H
� /$	 &�0 67�����"����/(3

ε
��1���'�'z��/���L�3"� R!��6�� /g1���
�������������'m�W���2N����������"�P���s���(�#����'2LG�����"/g� ��&������7� ����'20��-1�� '2' )

ij'm���OR!� 
%/(�WR ���(� ��������� &$�-�"'�LG���g�������������W���m� �(���
xk − x = Ck(x0 − x)

) �b������� 1��W�������
A

�2�
��0%1�1��M�����m6 v�������/

C = −D−1(L + U)
�m�K/��"��1�� 's��/(	 �����"1 ���(��������1 1 ) 1 f RP�#3����

‖xk − x‖2 ≤ ‖Ck‖‖x0 − x‖2 = ρ(C)k‖x0 − x‖2.
: ��) �%H

JK��L(����������������� 6M�"/�N�����3��
�+�M�G�$�"/���/%���2��'�'20 �<�"�F����� e ���
k → ∞ ) �b�VRP��
�/��WR &$����� ���������$�
6I���7� '

�7��	G�2L(�
ρ(C)

� /(	����(�j6M��/$	G�w�����"/ /�L�1 &$���
κ(A)

R!�K6�� /�6M�"1�&��2/��K���-���21��W���.: �G) �"HuRh�����+�����h6���/(	G�����2��/(��/�3
� �������,������&('���1 ���q3��M� � /VL����T���u&$�"L�/(	V�"/#�����,/%L(1�&T���t���G����1�����/(��/�3h��������� ���2��/.�-�����(�sL�/%����'������P����'2� ���2N��
���������K� �u�����V������L�'��KRh�2'2't��� ���m�F��0U: ��) N HI)
�+$&8;%K���>F � 1 Hh�b�P�����+1��W�������

A
�m��
�/��WRh/������('��m6M����'20�vz�����+��&$�WN"� ����3"L�1���/%����6���/�&$��L(����	���� 	G�����2N��

1������V�-�T��6�� �$6�������L�'����h� &T��L��h�����.6���1���LG�7�W���2��/$� 's6M�"1���'����G�w�F0����u�����.5"�"6M�"&��z1+�������G	_)
d HT\(���.'m� ��3������(� �7�-�+1��W�����m6M�
�

A
�������2/%������1���	��2� ����������L�'w�7�#��/Q����� rt� ���ZYT[Kn �<��6M�������m��� ���2��/�Rh�2'2'

� � ����/ /����j&$�.���(� �7����){�b�u���������#�2�j/�� �j��/���L�3"�g1���1+�"��0��2/4�����.��0G�F����1 �����F�������V����L('�'u1�� �����w�_v�������/ ���
1���3"�%�h�-���2'2's&$�V�T�"������&�'2������L(���#�w�����7�W����N"��1��������G	��hRh�(���������K	G�2����6I�h1��M�����G	��hRh�2'�'s�<� �2' )

� �



� ��� "$��
�% %���� � � ��� � � � � �&� �

�b�KRP�+L(���
M = L + D

� /(	
N = U

�����#���(�+1�� �����26����
L
v
D

� /$	
U

�����"1 : ��) � Hj������/QR!���F����'2'9�(�SN��
A = M + N

� /$	�R!�+3"�M�#���(� 1 � Y � �KS � ?DN W<?#	 J7?DC � EXWW)��p/O�����m�V���w��L(�W�����"/��������w�����7�W���2N�����67����1�� : �G) 1 H
�(�"�!�����#���"��1

(L + D)xk = b − Uxk−1.
k��2/(6M�

(L + D)
�2��'��WR!���j�����2��/�3�L�'m� �qRP��6�� /�L(���V���"��RK� �7	 �-L�&$�F���w��LG���2��/���� 6���'26�L�'m�W���

xk
�2/��
��67���-�����t)

JK���.6���/�N�����3"��/(6��q�������T�������2���!� � ���(�2�h1��������G	 � ����	��M������1��2/���	4&�0������V1��W�������
C = −(L + D)−1U

)
l E�$&�C�/$&8 0 � 
 � � �
�KY J7?/?RNPC��Z?DG� �

A
�#� C N�� � ? �%C � ?��BC GVE H 
7G E � �KY J�ARGKNPC ?RGKN E@H E@G

� � A
N��%NPGKGV?BW@YZARN � 	 ? � H4W ��� C N�� � ?#�%C��Z? �!?
� �7GVE � �KY J�ARGKNPC ?RGKN E@H��

��� ?RH C � ?21 �@Y �
�KS �I?RN WM?�	 J7?DC � EXW ABE@HQ= ?RG�
 ? ���
� ��� � �	�	
 "�.�� 8 ��,  6� � ��$),�0 �R��./ � �  �1"70
rs���

A ∈ � n×n &$�+�$�%�-�����2N��+	G���$/��w����v
c ∈ � n � /(	

x = A−1b
) c ��/(���m	G���q�����+/�����1 ‖z‖A =

√
zT Az� /$	g	G� �(/��

F :
� n → � &�0

F (z) =
1

2
‖z − x‖2

A

: ��) 1 e H
�����h��'�'

z ∈ � n )9JK������L�/(6M���2��/
F

6�� /4� 'm�-�+&$�V���G�����
������	 ���h����L�/(6I�����"/4�����!�����#�������2	�L(� 'm�
r = b−Az

�
�����h��N�����0

z ∈ � n RP�#3"�M�

F (z) =
1

2
(z − x)T A(z − x)

=
1

2
zT Az − bT z +

1

2
bT Ab

=
1

2
(b − Az)T A(b − Az).

k��2/(6M�
x
�2�����(� L�/(� i%L��+1���/��21�L(1 � �

F
R!�+6�� /�����'2N���kGr>X &�041��2/��21+�m����/�3

F
)#�O�+Rh�2'�'96M�"/�N������j�����2�

�m	G������/%����� / �w�����7�W���2N���1��M���(��	 &�0 �7� 
��2/�3.�����2�!1��2/���1 L�1 �WN"���,��/ �2/(6M�����"�-�2/�3�����i%L���/(6M��� �u��L�&(���(��6�����)

�
��$&% � V ��N"��/ xk
v �$/(	

xk+1
Rh�w���

F (xk+1) = min
u0,...,uk

F (xk + u0r0 + · · · + ukrk)

Rh�������
F (z) = 1

2‖z − x‖2
A

��/(	
rk = b − Axk

)

(+*#,9�9�/�D��E�8 6 � � 6 �9������,�%'��$ � �)��%C���#$.��� 8;$.��E��>��� ��2/���LG� �
A ∈ � n×n �$�%�-�����2N��V	G� �(/������"v

b ∈ � n v x0 ∈ � n��L�����LG� �
xk ∈ � n Rh�w���

xk = A−1b���
p0 = b − Ax0

v
r0 = b − Ax0��� A �9�

k = 0, 1, 2, . . .
���

��� ��A
pk = 0

��E�$.�
� � ���M��L���/

xk��� $&*�F�$
���

αk =
rT

k rk

pT
k

Apk� �
xk+1 = xk + αkpk���
rk+1 = rk − αkApk

���
βk =

rT
k+1rk+1

rT
k

rk�����
pk+1 = rk+1 + βkpk����� $&���;�#A

� ��� $&���;A �C�

f"e



�+$&8;%K���>F � i!� �(�7�F�����23��%�j���(�2���-����1��j/����j���g&$� ���������T������'�3"�����w����1 v(����/(6��.�����m�j/�����6M'2�����jRh�����������
����������1+�2/(� �������W� �����#� �(/������+/�L�1�&T����� �P�-�����(��)q�U� Rh�2'�' 'm�W�����������.���(� ��:<��/������+� &(����/(6��.� �P���"L�/(	G�2/�3
���������7��H,RP�#3"�M�

pk = 0
���"�j�-�"1+�

k < n
� /(	 ����L(�h�����.��'�3"�����w����1 ���
� '2'�0�������1���/(� ���
��)

! $&8;8G% 0 � o ��� E H �KN WM?RG/C � ?�� 	 
<E GKNPC�� J � 1 � � ?DC m = min{ k | pk = 0 } � � �Z?DH�!DE G � 	�	
0 ≤ k ≤ mC � ? !DE�	�	 E � NPH 
 �KC�� C ?RJ7?DHQC � E 	 W ���

(Ak)



























��� � rj ⊥ pi
!DE G���	�	

0 ≤ i < j ≤ k
��� � � rT

i ri > 0
!DE@G�� 	�	

0 ≤ i < k
��� � � rT

i pi = rT
i ri

!DE G���	�	
0 ≤ i ≤ k

��� � pT
i Apj = 0

!DE@G���	�	
0 ≤ i < j ≤ k

�	� � rT
i rj = 0

!DE@G�� 	�	
0 ≤ i < j ≤ k

��
 � ri = b − Axi
!DE@G�� 	�	

0 ≤ i ≤ k

 GVEXE"!#�q�U�,L(�����2/(	GL(6M���2��/.�WN"���
k
)�\u�2�7�F�t/(� �������(� �t���(�P6M'm� �21

(A0)
�m�s�����2N��2��'�'20j����L(��)ui�����L�1��9���(�W�

(Ak)���"'2	��!���"�j�-�"1��
k < m

)9�U�.�-�(�WR �������T�������2���V: 1 H,����: �"HP�����
(Ak+1)

)
: 1 H \����

i = k
RP�#3"�M�

rT
k+1pk = (rk − αkApk)T pk = rT

k pk − rT
k rk

pT
k Apk

pT
k Apk = rT

k pk − rT
k rk = 0

: �G) 1H1 H
Rh�����������(�V'2�"�F�h��i%L(��'����F0 6���1����!������1 : d &$H!��� (Ak)

) \��"�
i < k

R!�#6�� /4L(��� : 1 H!��/(	Q: � H,����3��M�

rT
k+1pi = (rk − αkApK)T pi = 0.

: d �"HP�b�9RP�#�(�"	
rk = 0

vG���(��/�R!���$��	
pk = βk−1pk−1

� /(	4L(����/(3������"�$���-�F0�: � H!R!�VRP�"L�'m	g3"�M�K���(�
6M�"/%���7��	G�m6I�����"/

0 < pT
k Apk = βk−1p

T
k Apk−1 = 0.

JK��L(�KR!���$�SN��
rk 6= 0

��/(	g6���/(����i%L���/%��'20
rT
k rk > 0

)
: d &$H!�q����/(3�: ��) 1=1 HPRP�#3"�M�

rT
k+1pk+1 = rT

k+1(rk+1 + βkpk) = rT
k+1rk+1

)
: � H!ij����'20���/(3������.	G� �(/������2��/(�j� �

rk+1
��/(	

pk+1
�����"1 �����.��'�3"�����w����1 R!� �(/(	

pT
i Apk+1 = pT

i A(rk+1 + βkpk)

=
1

αi
(ri − ri+1)

T Ark+1 + βkpT
i Apk

=
1

αi
(pi − βi−1pi−1 − pi+1 + βipi)

T rk+1 + βkpT
i Apk.

\��"�
i < k

���(�����23��%�-nb�(��/(	����2	G���m��$������4&T��6���L(��� ���P�������T�������2����: 1 H#� /(	 : � HI) \��"� i = k
RP��6�� /UL(�-�

���(�#	����(/������2��/$�P���
αi

� /(	
βk

���PRP��'�'s�"�,�������T�������2���#: 1 HP� /(	U: d H9���+���������$�W�!�����#����3"�"�K�(��/(	 ���2	����-���2'�'
NW� /��m��������)9JK�%L$�hRP�#3"�M�

pT
i Apk+1

�����h��N�����0
i < k + 1

)
: f H \�����1 ������	G� �(/������2��/ ���

pk+1
� /$	������"�$���-�F0 : 1 H{R!� �(/(	

rT
i rk+1 = (pi −βi−1pi−1)

T rk+1 = 0
)

: �"H��P0.	����(/������2��/+� �
xk+1

� /(	
rk+1

RP�!3����
b−Axk+1 = b−A(xk +αkpk) = rk−αkApk = rk+1

)
JK���V6M'm� �21 ���u�����V'���1�1�� ���"'�'2�WRj�K&�0 ��/$	GL(6I�����"/s)

�+$&8;%K���>F � 1 H�k��2/(6��g������'2��1�1��O�����WRj� ���(� ��������N"��6I�����7�
r0, . . . , rm−1 ∈ � n � ���g/��"/Gn�$������O��/(	

�������(��3��"/(� ' v�R!�q�$�SN��
m < n

) \�����1
pm = 0

RP��6�� /46M�"/(6M'2L(	G�
rT
mrm = rT

mpm = 0
� /(	 ����L(�

rm = 0
)

JK���������������j���(����'�3"�����w����1 ������1���/$�W���
�K�W� �����h�W�K1+�%�F�
n
�-�����(�K� /(	 ��/ ������1���/(� ���2��/gRP���(�SN��

Axm = b
)

d H�� ����/U����� 6���1���LG�7�W�����"/O�m�#�$���-���"��1��
	O�"/U� 6���1���LG�����
vt����L�/(	���/�3 ���������7�qRh�2'2',6���L(�-�
p̂m 6= 0Rh�������

p̂m
�m�h����� 6�� 'm6ML�'m�W����	4NW� '2L��V�����

pm
)h�p/����7��6I���26��.��/(� dFL(�F��������� ���h�����.1��M�����G	������ /���������� ���2N��

1��M�����G	4��/(	46M��/%����/�L��
�!�����V��������� ���2��/4L�/%���2'_�����V�������m	GL(� '_��������� ‖rk‖
�2�q�-1�� '2'_��/(��L�3"�s)

� HJ\(���"1 �����q6M�"/(�-����L(6I�����"/ ���T�����hN��
6I�����7�
rk

� /$	
pk

��/+�����q� '23��"�������(1 RP� �(/(	
span(r0, . . . , rk) =

span(p0, . . . , pk)
) g����$/��

Φ(u0, . . . , uk) = F
(

xk +

k
∑

i=0

uipi

)

f 1



�����#� '2'
u0, . . . , uk ∈ ��v_Rh�������

F
�m��3"��N"��/�&�0 : �G) 1 e Hj� /$	 xk

�m�q�����+NS��'�L(�+6���/(�-����L(6I����	��2/Q�F�����
k
� �

���(�#��'�3"�����w����1 ){kG��/(6��
Φ

�2�!�T�"���w����N"����/(	 3"���WRj�,��� ���(���"LG�����m	G��v����K�$���!��/�'20���/(��1��2/���1 L�1 ��/(	����������
���(�V3��7��	G�2��/%�K�2� $������() �O�.�����WR ���(� �

xk+1
�2�!�����VNW� '2L��VRh���m67�g1��2/���1��m�-�
�

Φ
)9�U�V3��M�

∂

∂uj
Φ(u0, . . . , uk) =

(

xk +
k

∑

i=1

uipi − x
)T

Apj = −rT pj

Rh�������
r = A

(

x − xk −∑k
i=1 uipi

)

= b−A(xk +
∑k

i=1 uipi)
) \��"�

(u0, u1, . . . , uk) = (0, 0, . . . , αk)R!��3"�M�

xk +

k
∑

i=1

uipi = xk + αkpk = xk+1

� /$	
r = b − Axk+1 = rk+1.�q���2/�3+�����m�hNW� '2L��V� �

r
��/(	46M��/$	G�w�����"/(�V: d &$HK� /$	O: 1 HP������1 �����V'���1�1���R!�V� 'm�-� �(/(	

∂

∂uj
Φ(u0, . . . , uk) = rT

k+1pj = 0

�����
j = 1, . . . , k

)9Ju��3"�M���(���K���(�2�j�����WRj�P���$�W�jR!��������'�'20 �(�SN"�

F (xk+1) = min
u0,...,uk

Φ(u0, . . . , uk).

f H \(���"1 �����.��'�3"�����w����1 R!�.�-���
pk ∈ span(r0, Ar0, . . . , A

kr0)
�����q��N�����0

k < m
� /(	 ����L(�hR!�#3����

span(p0, . . . , pk) = span(r0, Ar0, . . . , A
kr0) =: Kk+1(r0, A).

JK���.���(��6�� Kk+1(r0, A)
�m�h6���'�'2��	4���/G � 	UE@=��KY � � T �MAB?K� � � n �����K�����V1��W�������

A
)

l E�$&�C�/$&8 0 �  �� � FP: $.$&� ��AB�H����`9$.�/,9$&���H$ � � ��� ? � 1�SFJ ?RC��ZE�W ���@C N�� � ?#�

‖ek‖A ≤ 2
(

√

κ(A) − 1
√

κ(A) + 1

)k

· ‖e0‖A

� � ?RGV?
ek = xk − x

�@HIW
κ(A)

N��%C � ? A E H4W NPC N E H HQY J � ?RG%E ! A
NPH C � ? ‖ · ‖2

SFH4E@GKJ��

Rn<>$=�/�=��F�$.F
1 H.� ���m67� � �j����� ���"'�'2�WRh�2/�3�1��W�����m6M�
�������g�������
	GL(6���&�'2� � \��"� Rh�(�267� ���h�����
�-�41��W�����m6M�
��	G���������(�

5%��6M�"&���n 1��M�����G	 6���/�N�����3"� �




4 2 1
2 1

1



 ,





1 3
3 25 4

4 1



 ,





8
4 2
2 1 1





d HKk��(�WR ���$�W�h���(�.5"�"6M��&(�T1��������G	g�����K�����.�-�"'�L����2��/4� �




1 1
1 10 2

2 1









x1

x2

x3



 =





1
2
3





6M�"/�N�����3��
����/(	_vu�����#����� �������7�W�����"/U�-�����-����/(34Rh�����
x0 = 0

vu3��2N���� /QL��(�$���.&$�"L�/(	Q�"/������ /�L�1�&T����� �
�-�����$�K����i"L(������	 ����3����h�����V����'m�W����N"�����������K���t���(�V���
�-L�'��h&$��'��WR

10−6 )
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 ��� 	G� � � � � � � � � � � � � � 	

�p/ �����m��67�(� �G�����+RP�gR!��/%� ���U����'2N�� �����g����'2'��WRh�2/�3O�����"&�'2��1 � 3��2N���/
A ∈ � m×n � /$	

b ∈ � m Rh�w���
m ≥ n

v �(/(	
x ∈ � n Rh�(�267�41���/��21��2����� ‖Ax − b‖2

)

� ��� � �R.���8 �D,%$���,��D8	��� ��� " (	� "�* �B �D"�.
: $<;J���D���#�9� L �  � rt�M� A ∈ � m×n Rh�����

m, n ∈ � )�i �<��6I�������2���W�����"/

A = UΣV ∗

�m��6���'�'2��	 �KNPH 
 Y 	 � G =���	 YZ? WM?BABE@J TZE �KNPC N E H : k�8ng#HV���
A
v{�w�

U ∈ � m×m � /(	
V ∈ � n×n � ����L�/���������0"v

Σ ∈ � m×n �2�g	G�m� 3��"/(� ' vh� /(	 �����O	G�m� 3"��/(��'h��/%�����2�������
Σ

�����
σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σp ≥ 0

Rh�(�����
p = min(m, n)

)�JK���VNW��'�L��
�
σ1, . . . , σp

� ���#6�� '2'��
	 �KNPH 
 Y 	 � G%= � 	 YZ?#�P� �
A
)

l E�$&�C�/$&8 L � 5 � � =@?DG � J��@C GKN	� � ��� � �KNPH 
MY 	 � G1=���	 YZ? WM?BABE@J T E��BNPC N E@H �@HIWOC��Z? �BNPH 
 Y 	 �@G	= � 	 YZ? � �@GV?Y HZN �RYZ?�	 � WM?RC ?RGKJ NPH4?BW �
 GVEXE"!#��rs���

A ∈ � m×n )��O� �����WN"�.�M�G�m�F����/(6������9������k�8ng &�0 ��/$	GL(6I�����"/��WN����
min(m, n)

)��b�
m = 0���

n = 0
����� 1��W�����m6M�
�

U
v

V
vK� /(	

Σ
����� dFL(�-�����������������������m�W����'�0 ���(� �T��	 ��1+���F0 1��W�����m6M����:<��/��

	G�21���/(�����"/g�m� $������%H!� /(	g/��������2/�3��2�h�����-�(�WRV)
iq����L�1��

min(m, n) > 0
� /(	.���(� �t���(�P�����m�-����/$6M�,�������(�!k�8Tg �2� � '2���
��	G0�
�/��WRh/V���"�u1��W�����m6M�
�sRh�������

��/(��	G�21+��/(�����"/��2���-1�� '2'2���h���(� /
min(m, n)

)jrs�M�
σ1 = ‖A‖2 = maxx6=0

‖Ax‖2

‖x‖2
= max‖x‖2=1 ‖Ax‖2

)
k��2/(6M� ���(�+1����

v 7→ Av
�2�#6���/%���2/�L���L(��� /$	 ���������M� {x | ‖x‖2 = 1 } ⊆ � n �m�#6M��1��(�"6I�
v$��������1���3��

{Ax | ‖x‖2 = 1 } ⊆ � m �m�+��'2���O6���1��(�"6I��) kG��/(6�� ‖ · ‖2 : � n → � �m��6M��/%����/�L��"L(���������
� '2�2�������w��� �
��L�������1�L(1 � ���������V�2�h��/

v1 ∈ � n Rh�w��� ‖v1‖2 = 1
� /$	

‖Av1‖2 = max
‖x‖2=1

‖Ax‖2 = σ1.

g����(/��2/�3
u1 = Av1/σ1

R!��3"�M� ‖u1‖2 = 1
)

X9������/(	 {v1}
����� /O���������"/�����1�� 'u&(�����2� {v1, . . . , vn}

��� � n ��/(	 {u1}
���4��/��������(��/��"��1�� 'u&(�����m�

{u1, . . . , um} ��� � m ) c ��/(���2	����K���(�V1�� �����26����

U1 = (u1, . . . , um) ∈ � m×m

� /$	
V1 = (v1, . . . , vn) ∈ � n×n.

JK����/g�����V�����G	GL(6I�
U∗

1 AV1
�m�K� � �����#���"��1

S = U∗
1 AV1 =











σ1 w∗

0)))
B

0











f"�



Rh�����
w ∈ � n−1 � /$	

B ∈ � (m−1)×(n−1) )\��"�KL�/������ ��0 1�� �����26����
U

RP�#�(�SN"�

‖Ux‖ 2
2 = 〈Ux, Ux〉 = 〈x, U∗Ux〉 = 〈x, x〉 = ‖x‖ 2

2

� /$	 ���%L$�
‖S‖2 = max

x6=0

‖U∗
1 AV1x‖2

‖x‖2
= max

x6=0

‖AV1x‖2

‖V1x‖2
= ‖A‖2 = σ1.

��/g�����V���������h�(� /(	4R!�#3��M�
∥

∥

∥S

(

σ1

w

)

∥

∥

∥

2
=

∥

∥

∥

(

σ2
1 + w∗w

Bw

)

∥

∥

∥

2
≥ σ2

1 + w∗w =
(

σ2
1 + w∗w

)1/2
∥

∥

∥

(

σ1

w

)

∥

∥

∥

2

� /$	 ���%L$� ‖S‖2 ≥ (σ2
1 + w∗w)1/2 )�Ju��3����������K�����m�h� '2'2�WRj�KL(�!��� 6���/(6�'�L(	��

w = 0
��/(	g����L(�

A = U1SV ∗
1 = U1

(

σ1 0
0 B

)

V ∗
1 .

�!0������!��/$	GL(6I�����"/���0��$�������
�-�m�u�����
(m−1)×(n−1)

nb1��W�������
B

�(���{�q���2/�3�L�'m� � NW� '2L��P	���6M�"1��$�%�-�����2��/

B = U2Σ2V
∗
2 .

JK����/
A = U1

(

1 0
0 U2

)

·
(

σ1 0
0 Σ2

)

·
(

1 0
0 V ∗

2

)

V ∗
1

�m�h� k�8ngl���
A

��/(	g�M�G�2�-����/(6M�#���u������k�8ng �2�h�(���WN"��	_)
�j/(� i%L���/����������j���(�g'm� ��3��
�F� ���2/�3�L�'m� � NW� '2L��

σ1
�(��'m	���v����2/(6M�

σ1
�2�+L�/(� i%L���'�0 	G��������1���/(��	 &�0U���(�

����'m�W���2��/
‖A‖2 = max

x6=0

‖UΣV ∗x‖2

‖x‖2
= max

x6=0

‖Σx‖2

‖x‖2
= σ1.

�j/(� i%L���/������K� �
σ2, . . . , σn

����'2'��WRj�K&�0 �2/(	GL(6M���2��/����h��&$�WN"��)

�+$&8;%K���>F � 1 H��p/(���T��6I�����"/ � �t�����#� &T�WN��j�(����� �s����N"����'2�����(� �P���"�P������'(1��W�����m6M�
�
A

������1��W�����m6M�
�
U

��/(	
V

� ���#� 'm�-������� ' )
d HT�b� m > n

������/V�����,'2�"�F�
m−n

6M�"'�L(1+/$�s� �
U

	G�j/����u6M�"/%������&�L����{���j�����,�<��6I�������2���W�����"/
A = UΣV ∗ �

*

A

= *

U

. 0

0

�

. *

�
V

R!�+6�� /Q� 'm�-�gRh�������
A

���
A = Û Σ̂V ∗ Rh�������

Û ∈ � m×n 6���/(���2�-�������,���(� �$���-�
n

6M��'2L�1�/(�#���
U

��/(	
Σ̂ ∈ � n×n 6M�"/(�-�m�-�������z����� �(���-�

n
���WRj�9� �

Σ
)9JK���m�9�<��6M���"���m��� ���2��/��m�,6���'�'2��	+�����/G ? W YZAB? W��KNPH 
MY 	 � G =���	 YZ?WM?BABE@J TZE �KNPC N E H�:�����	�L(6M�
	 kG8ng#HK� �

A
)

� HVkG��/(6���RP���$�SN��
A∗A = V Σ∗U∗UΣV ∗ = V Σ∗ΣV ∗ � /(	O����L(�

A∗A · V = V · Σ∗Σ
v R!� �$/(	

A∗Avj = σ2
j vj

�����h������6���'2L�1�/(�
v1, . . . , vn

���
V
)!JK�(�2���-���WRj�!���(�W�q�����.N"��6M�����7�

vj
� ���#���23���/%N"��6M�����7�

� �
A∗A

Rh����� ���23���/%NW��'�L��
�
σ2

j

)
f H \(���"1 �����#������� � RP�V���������(� �hRP�V6���/g3"�M�K���(� ‖ · ‖2

n /(����1 � �9� 1�� �����w��������1 ������k�8ng ��R!���$�SN��
‖A‖2 = σ1

)
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\��"�.�����g�����-�����j�����m�+�-�
6I���2��/ '����
A ∈ � m×n &T�g��1�� �����w� Rh����� ���2/�3�L�'m� � NW� '2L��g	G�
6M�"1+�T�"�������2��/

A = UΣV ∗ ��/(	��-�2/�3"L�'2���hNW� '2L����
σ1 ≥ · · · ≥ σr > 0 = · · · = 0

)!Ju����'2'2L(�F����� ���#�����.L(���M��L�'2/��
���q� � �����
k�8TglRP�V�(���WN"��� ����R &(�"�-�m6����
�-L�'�����)
l E�$&�C�/$&8 L � � � ��� ? G�� H �1E"!

A
N��/? �RY ��	 CFE

r
�

 GVEXE"!#��k��2/(6M�
U

� /$	
V ∗ � ���#��/�N����-����&('��#R!���$�SN��

rank(A) = rank(Σ) = r
)

l E�$&�C�/$&8 L � O ��� ? � � = ? range(A) = span(u1, . . . , ur)
� H4W

ker(A) = span(vr+1, . . . , vn)
�

 GVEXE"!#���"HhkG��/(6��
Σ

�m�h	G�m� 3��"/(� '_��/(	
V ∗ �m�h��/�N"�������2&�'��#R!�#�(�SN��

range(ΣV ∗) = range(Σ) = span(e1, . . . , er) ⊆ � m.

JK���m�j�����WRj�
range(A) = range(UΣV ∗) = span(u1, . . . , ur) ⊆ � m.

&$H!�U�V�(�SN��
ker(A) = ker(UΣV ∗) = ker(ΣV ∗).

k��2/(6M�
V

�m�h�������(��3��"/(� 'TR!�#6�� / 6M�"/(6M'2L(	G�

ker(A) = span(vr+1, . . . , vn) ⊆ � n.

l E�$&�C�/$&8 L � 0 � � ! A = A∗ �
C � ?RH C � ? �KNPH 
MY 	 �@G =���	 YZ?#� E !

A
� GV? |λ1| �

��� �
� |λn|

� �Z?DGV?
λ1, . . . , λn

�@GV?C � ? ?DN 
 ?DHQ= � 	 YZ?#� E"!
A
�

� ��� � �	� &�"%$ (+,�� ��� 8	,  �D"�.	*
�p/������2�K����6M���2��/ R!�jRh�2'�' �(�7�F�K	G�����2N��q�.�����������M���m6���'$6������������2��/���� �(/(	������#�-�"'�L����2��/ ���trukCY � /$	�������/ R!�
Rh�2'�'t	�������N"�q���������.	G���T������/"�j��'�3"�����w����1��,��� �-�"'�N"��r kCY )
l E�$&�C�/$&8 L � L � �-=@?BADCFE@G x ∈ � n J NPHZNPJ N��D?#� ‖Ax − b‖2

!DE G
A ∈ � m×n �@H4W

b ∈ � m �
N !�� H4W E@H 	 �N !

Ax − b
N��/E@GKC � E 
 E@H � 	 CFE

range(A)
�

 GVEXE"!#��rs���
g(x) = 1

2‖Ax − b‖ 2
2

) JK�(��/ 1��2/��21+�m����/�3 ‖Ax − b‖2
�2� ��i%L��2NW� '2��/%�+����1��2/��21+�m����/�3O���(�

��L�/(6M���2��/
g
)

: 1 H!iq���-L�1��#���(�W�
Ax − b

�2�j���������"3���/$� '$���
range(A)

� /(	4'2�M�
y ∈ � n )�JK����/

Ay − Ax = A(y − x) ⊥ Ax − b

� /$	 *�0%���(� 3"���7���	�"�������"����1 3��2N��
�

‖Ay − b‖ 2
2 = ‖Ay − Ax‖ 2

2 + ‖Ax − b‖ 2
2 ≥ ‖Ax − b‖ 2

2

�����j��'�'
y ∈ � n )�JK�%L$� x

1+�2/��21��2�����
g
)

: d H!oj�WR �"����L�1������(� �h�����VN"��6M�����
x
1��2/���1��m�-�
�

g
){JK�(��/4�����h��N�����0

y ∈ � n RP�V�(�SN"�

0 =
∂

∂λ
g(x + λy) =

1

2

(

〈Ay, Ax − b〉 + 〈Ax − b, Ay〉
)

= Re〈Ax − b, Ay〉
� /$	

0 =
∂

∂λ
g(x + λiy) =

1

2

(

−i〈Ay, Ax − b〉 + i〈Ax − b, Ay〉
)

= i Im〈Ax − b, Ay〉.
JK���m�j�����WRj� 〈Ax − b, Ay〉 = 0

� /(	 ����L(�
Ax − b ⊥ Ay

���"�j� '2'
y ∈ � n )

6 �C�/��*�*#%'��? L � k � � =@?BADCFE@G x ∈ � n �RE�	 = ?#� � � 	�N !�� H4W	E@H 	 � N !
A∗Ax = A∗b.

: M ) 1 H

f �



 GVEXE"!#�n\�����1 �����#�������"����1 RP�#
�/��WR ���(� �
x
�-�"'�N"���KrukCYl�w�9� /$	 �"/�'�0 �w�

Ax − b ⊥ range(A)
)PJK���2�K�2/

��L(��/ �m�K��i%L��2NS��'���/%�!���
Ax − b ⊥ ai

���"�h��N�����0 6���'2L�1�/
ai

���
A
v�� ) ��)����

A∗(Ax − b) = 0
)

: $<;J���D���#�9� L � 
 � JK���V��0G�F����1 : M ) 1 HP� � '��2/��
� �h��i%L(� ���2��/(�K�m�h6���'�'2��	OC � ?�H4E@GKJ���	)? �DY � C N E H �,���"�jrukCY )
�U� Rh�2'�'h6M�"/(���2	G��� 	G���z������/%�+��'�3"�����w����1��V���U�-�"'�N"� ruk9Y ) JK��� �(�7�F�+��/��g�2�+	G�2���
6I��'20Q&(������	Q�"/ ���(�

/��"��1�� '_��i%L(�W�����"/(��)
(+*#,9�9�/�D��E�8�� ! I � `>��% ���9�/8;%K*j$&SU��%'���#�9��F � ��2/���LG� �

A ∈ � m×n Rh�����
m ≥ n

� /$	
rank(A) = n

v
b ∈ � m��L�����LG� �

x ∈ � n Rh����� 1���/(��1�� ' ‖Ax − b‖2��� 6�� 'm6ML�'m�W���
A∗A

��/(	
A∗b��� ����'2N��

(A∗A)x = A∗b

�+$&8;%K���>F � c � 'm6ML('2� ���2/�3 A∗A
� /(	

A∗b
����i%L��2���
�9����0%1��G��� ���26�� '2'�0 ∼ 2mn2 ���T���7�W�����"/(�u�����

m, n → ∞ )
k��2/(6M�

A∗A
�m���-0�1�1��M�����m6gR!�4��/�'20 /�����	 ��� 6���'26�L�'2� ���4�(� '������q����� ��/%�������
��v,Rh���267� 6���/ &T��	G��/(�g�2/

∼ mn2 �"�$����� ���2��/(��) k��"'�N��2/�3
(A∗A)x = A∗b

Rh����� YT[Kn �<�"6I�������2���W�����"/ ����i%L�������� 4
3n3 �"�$����� ���2��/(��)

Ju��3����������!�����m�h3��2N��
�h� ��� �7� 's�"�-0�1��G�������m6#6M�"�-�h� �{���7	G���

C(m, n) ∼ mn2 +
4

3
n3.

JK�������U� ����1��M���(��	(� ��� ����'2N��OkGr�X ���"�g��0%1�1��M�����m6�1�� �����26���� Rh����� ����R!���4�F�����(��) ���-�2/�3 c ����'2����
�0
�<��6M���"���m��� ���2��/g��/��#3������h� ��������'t����0�1+����� ���26#6��"�-�K���u�"��	G���

C(m, n) ∼ mn2 + 1
3n3 )

(+*#,9�9�/�D��E�8�� ! I � `>��% ��� � A %K�����C�/��F�%'������� � ��2/���LG� �
A ∈ � m×n Rh�����

m ≥ n
� /$	

rank(A) = n
v
b ∈ � m��L�����LG� �

x ∈ � n Rh����� 1���/(��1�� ' ‖Ax − b‖2��� 6���1���LG���#�����V����	GL$6M��	mYT[Kn �<��6M�������m��� ���2��/
A = Q̂R̂��� 6���1���LG���

Q̂∗b ∈ � n��� ����'2N��
R̂x = Q̂∗b

L(�-�2/�3�&(�"67
 �-L(&(�F���w��LG���2��/

JK���#������L�'w�h���u�����.� '23��"��������1 ���W���2� �(�
�
A∗Ax = A∗Q̂R̂x = A∗Q̂Q̂∗b = A∗b

� /$	�����L(�!����'2N����!ruk9Y )�k%�����(� 1 � /(	 d ���"3����������P�(�SN"���"�-0�1��G�������m6q6��"�-�
C1(m, n) ∼ 2mn2 − 2

3n3 v���/(	�-����� � �(�"�h����0%1��G��� ���26#6M�%�F�
C2(m, n) = O(n2)

)�JK��L(�jRP�#3����K��� �7� 't�"�-0�1��G��� ���m6#6M�%�F�

C(m, n) ∼ 2mn2 − 2

3
n3

�����
m, n → ∞ Rh�����

m = Θ(n)
)

(+*#,9�9�/�D��E�8�� ! I � `>��% I��	: � ��2/���LG� �
A ∈ � m×n Rh�����

m ≥ n
� /$	

rank(A) = n
v
b ∈ � m��L�����LG� �

x ∈ � n Rh����� 1���/(��1�� ' ‖Ax − b‖2��� 6���1���LG���#�����V����	GL$6M��	 k�8Tg
A = Û Σ̂V ∗��� 6���1���LG���

Û∗b ∈ � n��� ����'2N��
Σ̂y = Û∗b� � ���M��L���/
x = V y

JK���#������L�'w�
x
���t�����.6���'26�L�'2� ���2��/ ��� ���m� �$���

A∗Ax = A∗ÛΣ̂V ∗V y = A∗Û Û∗b = A∗b
� /$	 ���%L$�h�w�j�m�!���(�.�-�"'�LG�����"/g���{r kCY )

�+$&8;%K���>F � 1 H!JK���#���������V��'�3"�����w����1��KRP����������������/%���
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‖Ax − αx‖2 = ‖x · α − Ax‖2
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α = (x∗x)−1x∗(Ax) =
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∇rA(x) =
( ∂

∂xi

∑n
j,k=1 xjajkxk
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j=1 x2
j

)
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=
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∑

k 6=i aikxk +
∑

j 6=i xjaji + 2aiixi

)
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j=1 x2
j −

∑

j,k xjajkxk · 2xi
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∑n

j=1 x2
j

)2
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=
2Ax · 〈x, x〉 − 2〈x, Ax〉 · x

〈x, x〉2x

=
2

‖x‖ 2
2

(

Ax − rA(x) · x
)
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A
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z(k) ≈ x1
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w(k) = Az(k−1)

� �
z(k) =

w(k)
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∑
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∣

k
) : 4G) d H

�@HIW
∣

∣λ(k) − λ1

∣

∣ = O
(

∣

∣

λ2

λ1

∣

∣

2k
)

.
: 4G) � H

 GVEXE"!#���"H�rs���
x1, . . . , xn

&T��� /��"�-������/(����1���'u��0G�F����1 � �P���23���/�N"��6I�����7�jRh�����U���23���/%NW��'�L��
�
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∣
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∣
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